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RESUMO 
 
Meza, Elisangela dos Santos, Modelagem Analítica e Numérica da Solidificação de Ligas 
Binárias: Análise de Fatores de Influência, Campinas: Faculdade de Engenharia Mecânica, 
Universidade Estadual de Campinas, Brasil, 2012. 306 p. Tese (Doutorado). 
 
Em um estudo completo da solidificação, a transferência de calor e a transferência de massa 
são duas componentes que devem ser analisadas. Este trabalho inicia-se com o levantamento de 
fatores que podem influenciar a modelagem matemática da transferência de calor em sistemas de 
solidificação unidirecional. Dados experimentais, obtidos através da solidificação unidirecional 
vertical de ligas binárias hipoeutéticas dos sistemas Al-Cu, Al-Fe, Al-Ni e Al-Si, foram utilizados 
para analisar os fatores de influência: coeficiente de redistribuição de soluto (k´), intervalo de 
solidificação, coeficiente global de transferência de calor  (hg), temperatura inicial do líquido (Tv) 
e leis de liberação de calor latente. Primeiramente, a análise de k´ envolveu duas abordagens: a 
tradicional encontrada na literatura em que se assume um valor constante para todas as ligas 
dentro da faixa hipoeutética de composições; e uma outra em que se usa um software de 
termodinâmica computacional (Thermo-Calc) para se obter o valor de k´ para cada liga. Cada 
abordagem foi utilizada para se calcular as propriedades termofísicas (calor específico, densidade 
e condutividade térmica) decorrentes de funções dependentes de k´. Ainda dentro das 
propriedades termofísicas, o calor latente foi analisado utilizando-se valores da literatura e 
valores obtidos pelo Thermo-Calc. Ligas com intervalos de solidificação estreitos foram 
analisadas em modelos matemáticos da literatura para verificação de consistência de resultados 
simulados. O hg é um parâmetro de entrada nos modelos de simulação que pode ter um perfil 
constante ou variável com relação ao tempo. De forma semelhante, a temperatura inicial do 
líquido ao longo do comprimento do lingote também foi analisada com perfil constante e 
variável. Leis de liberação de calor latente propostas na literatura como a de Scheil e de Clyne-
Kurz tiveram seus reflexos térmicos comparados. Adicionalmente, amostras de ligas de diferentes 
composições dos sistemas Al-Cu e Al-Fe foram utilizadas para o levantamento de perfis de 
microssegregação e as previsões teóricas de distribuição de solutos obtidas por equações de 
Scheil e Clyne-Kurz foram avaliadas. Como as duas formulações tiveram suas previsões aquém 
   
 
ix 
dos dados experimentais, foi proposta uma nova equação experimental neste trabalho que 
incorpora a influência da cinética de solidificação nos perfis de microssegregação. A última etapa 
do trabalho consistiu em analisar os limites de validade de dois modelos matemáticos da 
literatura, um com abordagem analítica e outro com abordagem numérica. Para se combinar as 
qualidades de cada modelo, foi desenvolvida no presente trabalho uma versão mista (híbrida), e 
seu desempenho avaliado frente às soluções analítica e numérica e resultados experimentais. 
 
Palavras chave: solidificação, modelagem matemática, transferência de calor, simulação 
computacional, microssegregação. 
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ABSTRACT 
 
Meza, Elisangela dos Santos, Analytical and Numerical Modeling of Solidification of 
binary Alloys: Analysis of Influential Factors, Campinas: Faculty of Mechanical Engineering, 
University of Campinas, Brazil, 2012. 306 p. PhD Thesis (Doctorate). 
 
A deeper understanding of solidification phenomena requires both heat and mass transfer 
phenomena analyses. The first step of this work was to determine the factors affecting the heat 
transfer modeling during one dimensional solidification. Experimental data from Al-Cu, Al-Fe, 
Al-Ni and Al-Si binary hypoeutectic alloys, upwardly solidified, have been used to investigate 
the following influence factors: partition coefficient (k´), solidification range, global heat transfer 
coefficient (hg), initial melt temperature profile and forms of latent heat release. The first one, k´, 
involved two approaches: the standard form reported by published works in which k´ is assumed 
invariable within the hypoeutectic range of alloys compositions; and another form which used a 
computational thermodynamics software (Thermo-Calc) to determine k´ for any specific alloy 
composition. Each approach was applied to ascertain thermophysical properties (specific heat, 
density and thermal conductivity) as dependent functions in k´. In addition, latent heat values 
obtained both from the literature and determined by the Thermo-Calc software were analyzed. 
Solidification simulations of alloys with narrow solidification ranges were performed by 
mathematical models from the literature in order to verify the results consistency. hg is an input 
parameter of numerical models which can assume constant or variable profiles along time. 
Similarly, the melt temperature profile was also analyzed considering constant and variable 
profiles along the ingot length. Thermal responses influenced by different latent heat release 
formulas reported in the literature, such as the Scheil and Clyne-Kurz approaches, were put on 
comparison. In addition, several samples were taken from Al-Cu and Al-Fe alloys ingots, cast 
with different compositions, in order to determine experimental microsegregation profiles. 
Theoretical solute distribution predictions furnished by Scheil and Clyne-Kurz equations were 
compared with the experimental data. Since the predictions of both equations did not match the 
experimental microsegregation profiles, a new experimental equation has been proposed in this 
work taking into account the influence of solidification kinetics. The last part of this work 
   
 
xi 
consisted on analyzing the scope of applicability of analytical and numerical mathematical 
models from the literature. In order to combine the qualities of each model, a hybrid version has 
been developed and its performance was evaluated by comparing its predictions with those 
provided by the analytical and numerical solutions, and with experimental results.  
 
Key words: solidification, mathematical modeling, heat transfer, computational simulation 
microsegregation 
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Capítulo 1 
 
 
Introdução 
 
 
1.1 Considerações Iniciais 
 
O Brasil ocupa uma posição de destaque entre os maiores produtores de alumínio, sua 
indústria de transformação, em especial o setor de fundição, ainda é incipiente e se encontra 
tecnicamente muito dependente dos grandes polos mundiais de desenvolvimento tecnológico, 
uma vez que a correta utilização de componentes do alumínio ainda é considerada relativamente 
nova e com grande potencial de expansão. Nesse contexto, a investigação de ligas de alumínio 
assume um alto grau de importância, principalmente, quando é considerada a intensa procura 
pelas indústrias automobilística e aeroespacial, por produtos baseados em ligas leves, 
principalmente ligas de alto desempenho. 
 
A solidificação é um fenômeno de transformação de fases com mudança de estado muito 
comum no nosso dia a dia, desde a corriqueira produção de gelo e do congelamento de alimentos 
líquidos, passando pelos processos de fundição estática e contínua e soldagem na indústria metal-
mecânica e até a produção de cristais de alta perfeição aplicados em componentes eletrônicos e 
células solares. A produção de peças e componentes metálicos, com exceção daqueles produzidos 
pelo processo de metalurgia do pó, passa pelo processo de solidificação, que é analisado como 
um processo de transferência de calor e massa. 
 
A estrutura resultante da solidificação, que pode ser caracterizada tanto de forma macro 
como microestrutural, determina as propriedades dos produtos finais que podem ser utilizados no 
estado bruto de solidificação ou trabalhados até a forma de barras, chapas, fios, monocristais de 
alta precisão para a fabricação de computadores, calculadoras, entre outros.  
   
 
2 
A estrutura bruta de solidificação, de um modo geral, pode ser discutida a partir das 
macroestruturas observadas em peças ou lingotes e é caracterizada pelos seus grãos cristalinos. 
Na solidificação de lingotes, dependendo das condições impostas à solidificação, podem ocorrer 
três regiões macroestruturais distintas que são: zona coquilhada onde os grãos cristalinos têm 
orientação aleatória, sendo normalmente de pequenas dimensões e localizados junto às paredes 
do molde; zona colunar que é constituída por grãos cristalinos alongados e alinhados 
paralelamente à direção do fluxo de calor e, zona equiaxial central que ocorre na região central do 
lingote e é caracterizada por grãos cristalinos de orientação aleatória de dimensões relativamente 
grandes. 
 
A Figura 1.1 ilustra as três regiões macroestruturais distintas. 
 
Figura 1.1 – Macroestrutura de solidificação, [Goulart, 2010]. 
 
A microestrutura é analisada no interior dos grãos cristalinos, com o auxílio de 
microscópios. Os grãos, interiormente, podem ter estrutura celular ou dendrítica, conforme pode-
se observar nas Figuras 1.2 (A) e (B) estrutura celular e 1.2 (C) e (D) estrutura dendrítica. 
 
Ainda no processo de solidificação pode ocorrer o fenômeno da segregação que é qualquer 
diferença de concentração produzida em relação à concentração original de elementos químicos. 
Ela manifesta-se em uma liga ou em componente impuro como resultado da rejeição de soluto na 
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fronteira sólido/líquido, seguida por uma redistribuição desse durante a evolução do processo de 
solidificação por meio de mecanismos de transporte de massa. Esse fenômeno é normalmente 
analisado em dois aspectos: a microssegregação e a macrossegregação. 
 
 
(A) 
 
(B) 
 
(C) 
 
(D) 
Figura 1.2 - Microestruturas no estado bruto de solidificação. (A) e (B) Estrutura 
celular: Ligas: Al-0,5% Fe [Goulart, 2010] e Pb-1,8%Sb, respectivamente (C) e (D) 
Estrutura dendrítica: Ligas: Sn-3,5Ag [Dias, 2009] e Al-1,0%Fe [Goulart, 2010], 
respectivamente. 
 
A microssegregação refere-se à diferenças de concentração de curto alcance, como aquelas 
existentes entre células e ramificações dendríticas, enquanto a macrossegregação envolve 
diferenças de composição de longo alcance como as verificadas entre a superfície e o centro de 
peças fundidas ou lingotes. 
A Figura 1.3 ilustra que a estrutura dendrítica provoca tanto rejeição de soluto lateral 
quanto longitudinal a partir do sólido formado. O transporte de soluto longitudinal que ocorre de 
forma paralela às ramificações ou eixos dendríticos primários provoca a macrossegregação, 
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enquanto a rejeição lateral de soluto em direção perpendicular a esses eixos é responsável pela 
microssegregação. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 1.3 - Representação esquemática do crescimento dendrítico apontando direções de 
movimentação de soluto, adaptado de Garcia [Garcia, 2007]. 
 
A solidificação de metais ou ligas metálicas também pode ser definida como um processo 
de transformação de fases na qual certa quantidade de calor, é retirada da fase líquida, para que 
ocorra a nucleação e o crescimento da fase sólida, dando origem a peças das mais diversas 
geometrias ou lingotes [Santos, 2006]. Conforme mencionado anteriormente, a solidificação de 
ligas pode também estar associada a uma importante componente de transferência de massa, e 
que atua simultaneamente ao processo de transferência de calor vinculado à transformação 
sólido/líquido.    
 
A análise da transferência de calor durante a solidificação pode ser feita através do 
monitoramento da temperatura num aparato de solidificação e/ou através de modelos 
matemáticos que descrevam o processo. Os modelos matemáticos de análise da solidificação são 
baseados em equações diferenciais e existem vários métodos que podem ser usados para a 
resolução dos mesmos. Um dos aspectos mais complexos na análise matemática da solidificação 
de metais e ligas está associado à mudança da fase líquida para a fase sólida, na qual ocorre o 
surgimento de fronteiras separando as fases, além de envolver a liberação de energia térmica 
decorrente desta transformação [Ramakrishma, 1984].  
Sólido Líquido Zona Pastosa 
Transporte lateral 
 de soluto 
Transporte longitudinal 
 de soluto 
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Para as indústrias, a análise numérica da solidificação voltada a processos de lingotamento 
contínuo e fundição, tem nos dias atuais um papel de importância fundamental, pois permite 
estabelecer rotinas de controle de processo ou planejamento prévio da produção em termos de 
qualidade e/ou redução de custos. O intenso desenvolvimento na área computacional tem 
contribuído muito para isso, pois permite a obtenção de soluções cada vez mais abrangentes e 
precisas.  
 
A utilização de computadores nos processos metalúrgicos data de 1940, através do emprego 
de máquinas analógicas para avaliação do processo. No entanto, antes de 1960, a aplicação de 
computadores na indústria de fundição era muito rara. A implementação gradativa de 
computadores neste tipo de indústria surgiu devido à necessidade de melhorias na qualidade dos 
produtos manufaturados, exigindo análises complexas em relação aos diversos parâmetros 
envolvidos nos sistemas globais de fundição [Berry, 1984]. Tais parâmetros objetivam a 
compreensão física do processo via análise matemática implementada em programas 
computacionais, visando solucionar de forma rápida e eficiente as melhores condições de 
trabalho para um sistema, gerando assim um determinado produto com características ótimas para 
sua aplicação. 
 
Os processos de fundição são muito complexos, existindo inúmeros aspectos problemáticos 
na sua dinâmica porém, através de uma simulação objetiva e adequada, é possível detectar 
defeitos inerentes ao processo, possibilitando a mudança de parâmetros como geometria do 
molde, material do fundido e do molde, entre outros, até se obter resultados satisfatórios, 
reduzindo assim custos e tempo de projeto [Svensson, 1986]. 
 
Por outro lado, a aplicação confiável dos modelos matemáticos exige a melhor 
caracterização possível da geometria da peça, e que os dados de entrada do problema sejam 
bastante precisos. Entre estes dados pode-se citar a temperatura liquidus e solidus da liga, o calor 
latente de fusão, as propriedades termofísicas do sistema metal/molde em função da temperatura. 
Estas propriedades além de escassas, em muitos casos apresentam uma grande variação nos 
valores encontrados na literatura especializada, principalmente devido à dificuldade na 
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determinação experimental, [Gou, et al., 2005]. Mais recentemente os softwares de 
termodinâmica computacional existentes no mercado têm contribuído muito para a 
disponibilização de valores de algumas importantes propriedades termofísicas, dando uma 
contribuição importante para a precisão das ferramentas numéricas de análise da solidificação. 
Cabe destacar também a importância da caracterização experimental de coeficientes de 
transferência de calor nas interfaces metal/molde e molde/ambiente em função do tempo, que 
constituem parâmetros fundamentais para a análise de fundição de componentes em moldes 
permanentes e também no processo de lingotamento contínuo. 
 
 
1.2 Objetivo 
 
Considerando a importância dos modelos matemáticos de simulação de processos de 
solidificação, tanto para atividades acadêmicas de pesquisa quanto para aplicações tecnológicas, 
o presente trabalho foi planejado com o objetivo de realizar um estudo detalhado das principais 
técnicas matemáticas de análise da solidificação conjuntamente com os fatores que podem 
influenciar na resposta e no desempenho dos modelos matemáticos.  
 
Para alcançar esse objetivo foram planejadas as seguintes metas: 
 
 Revisar crítica e detalhadamente a literatura especializada. 
 
 Realizar experimentos de solidificação unidirecional ascendente com ligas binárias 
obtendo-se curvas de resfriamento capazes de caracterizar a evolução térmica da solidificação e 
consequentemente as variáveis térmicas do processo, bem como determinar a estrutura de 
solidificação. 
 
 Realizar análises de microssegregação com ligas de alumínio e posterior comparação 
com alguns modelos analíticos existentes na literatura. 
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 Verificar a influência da cinética da solidificação, sobre a evolução dos perfis de 
microssegregação. 
 
 Programar computacionalmente um Modelo Analítico [Garcia, 2007] para a análise da 
solidificação unidirecional de ligas binárias. 
 
 Programar computacionalmente um Modelo Analítico Frente Plana [Garcia, 2007] para 
a análise da solidificação unidirecional de ligas binárias com estreitos intervalos de solidificação. 
 
 Programar computacionalmente um Modelo Numérico [Cheung, 1999] para a análise da 
solidificação unidirecional de ligas binárias. 
 
 Programar computacionalmente o Modelo Numérico com modificações no modo de 
cálculo da fração sólida, para analisar se o modo de liberação do calor latente influencia ou não 
significativamente a evolução da solidificação. 
 
 Desenvolver e programar computacionalmente um Modelo Híbrido (Misto), analítico e 
numérico, para analisar o processo de solidificação unidirecional de ligas binárias. 
 
 Aferir, através dos experimentos, os métodos de solução. 
 
 Analisar individualmente os fatores de influência: propriedades termofísicas e calor 
latente de fusão; intervalo de solidificação; coeficiente de transferência de calor metal/molde e 
perfil inicial do líquido; e modelos de microssegregação nos modelos matemáticos de 
solidificação. 
 
 Comparar a eficiência dos três modelos: Modelos Analítico, Numérico e Híbrido, para 
determinadas ligas de alumínio. 
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Capítulo 2 
 
 
Modelagem Matemática da Solidificação 
 
 
2.1 Transferência de Calor na Solidificação 
 
A solidificação de componentes puros ou de ligas multicomponentes pode ser definida 
como um processo de transferência de calor com transformação de fases na qual certa quantidade 
de calor, é liberada a uma dada temperatura ou ao longo de um intervalo de temperaturas, 
provendo condições termodinâmicas para a nucleação e o crescimento de fase sólida.  
 
A análise da transferência de calor na solidificação, considerando um sistema definido por 
um componente e um absorvedor de calor (como o sistema metal/molde no processo de 
fundição), tem como objetivos, [Campos Filho, 1978]: 
 
a) determinar o perfil térmico do sistema analisado, ou seja, determinar a distribuição de 
temperaturas com o espaço ou com o tempo, que pode ser expressa por uma função do tipo: 
 
  )t,x(fT   
 
onde T é a temperatura num ponto qualquer do sistema, x é a posição relativa desse ponto, t é o 
tempo a partir do início do processo; 
 
b) determinar a cinética de solidificação, isto é, determinar o tempo necessário para que 
uma determinada porção do componente seja solidificada, o qual pode ser dado pela função: 
 
  )S(ft   
 
onde S é a espessura solidificada. 
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Através da equação anterior a velocidade de solidificação do metal, ou seja, a velocidade 
com a qual a interface sólido/líquido avança no interior do metal líquido pode ser calculada por: 
 
  )S(f
dt
dS
v   
 
Também podem ser calculados gradientes térmicos e taxa de resfriamento da fronteira 
sólido/líquido, que são definidos, respectivamente, por:  
 
  
x
T
G


  
 
  
t
T
T


  
 
A análise da transferência de calor durante a solidificação pode ser feita 
experimentalmente, através do monitoramento da temperatura num aparato de solidificação, e/ou 
teoricamente, através de modelos matemáticos que descrevam o processo. O ideal é que seja feita 
de forma conjunta, garantindo a aferição da modelagem matemática. 
 
Os modelos são baseados em equações diferenciais que regem o processo de transferência 
de calor e existem vários métodos que podem ser usados para a resolução dos mesmos. Esses 
métodos dividem-se em: métodos analíticos exatos, analíticos aproximados e métodos numéricos.  
 
Os métodos analíticos exatos são aqueles que procuram obter soluções que não admitem 
simplificações matemáticas no tratamento das equações diferenciais que descrevem as trocas de 
calor durante o processo de solidificação. Pela complexidade do problema, essas soluções 
restringem-se aos casos mais simples de condução unidirecional de calor. Os métodos analíticos 
aproximados são aqueles que procuram contornar algumas limitações dos métodos analíticos 
exatos através de aproximações de ordem matemática. Os métodos numéricos são aqueles em que 
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o sistema metal/molde é dividido em pequenos intervalos, onde se estabelece uma malha e as 
equações diferenciais que descrevem a transferência de calor são substituídas por equações 
aproximadas. Os métodos mais usados para aproximar essas equações são os métodos de 
diferenças finitas e de elementos finitos. Nesses métodos numéricos, as equações são resolvidas 
de forma iterativa, para pequenos intervalos de tempo através de programas computacionais, 
[Santos, 2006].  
 
A análise matemática da solidificação voltada a processos de lingotamento estático, 
contínuo e fundição, tem nos dias atuais um papel de importância fundamental para as indústrias, 
pois permite controlar ou melhorar a produção em termos de qualidade e/ou redução de custos. O 
intenso desenvolvimento na área computacional tem contribuído muito para isso, pois permite a 
obtenção de soluções cada vez mais abrangentes e precisas. 
 
No Grupo de Pesquisa em Solidificação, GPS, da FEM-UNICAMP, a utilização de 
modelos matemáticos para análise da solidificação voltada a processos de lingotamento estático, 
contínuo e fundição é prática corrente. No laboratório de solidificação desse grupo de pesquisa há 
um aparato de solidificação unidirecional vertical ascendente, que permite a análise experimental 
da solidificação através da instrumentação por termopares, e cuja representação esquemática 
pode ser vista na Figura 2.1.  
 
 
2.2 Análise Matemática da Transferência de Calor na Solidificação 
 
Para exemplificar a transferência de calor na solidificação de uma liga, pode ser 
considerada a situação física mostrada na Figura 2.2. Nessa figura observa-se uma situação típica 
de solidificação, com o metal líquido sendo vazado num molde. O molde, além de dar forma à 
peça, atua como um absorvedor de calor garantindo a transformação do metal líquido em metal 
sólido. 
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Figura 2.1 - Representação esquemática do dispositivo experimental unidirecional 
ascendente utilizado para a solidificação: (1) Computador e software de aquisição de dados; (2) 
Camada cerâmica isolante; (3) Resistências elétricas; (4) Lingoteira; (5) Termopares; (6) 
Registrador de dados; (7) Base extratora de calor; (8) Rotâmetro; (9) Controlador de potência; 
(10) Metal líquido, [Cruz, 2008]. 
 
O metal líquido é sempre vazado no molde a uma temperatura um pouco superior à 
temperatura de transformação líquido/sólido com o objetivo de que possa acomodar-se ao molde 
antes que se inicie a solidificação. Essa diferença entre as temperaturas de  inicial do líquido Tv e 
a temperatura de transformação de líquido a sólido TT, Tv TTT  , é chamada de 
superaquecimento. 
 
Na Figura 2.2 também pode ser observado um elemento de referência que é definido de 
forma que seu comportamento térmico seja o comportamento do sistema como um todo. 
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Figura 2.2 - Elemento de referência representativo do sistema metal/molde, adaptado de 
Garcia [Garcia, 2007] 
 
Esse elemento de referência pode ser representado esquematicamente pela Figura 2.3, a 
qual mostra em detalhes os modos de transferência de calor atuantes na solidificação de uma liga 
metálica.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 2.3 - Modos de transferência de calor atuantes no sistema metal/molde durante a 
solidificação, adaptado de Garcia [Garcia, 2007]. 
onde: 
 
Condução é o mecanismo pelo qual o calor é transferido internamente no material 
submetido à solidificação e no molde. Pode ocorrer em regime permanente ou transitório, sendo o 
regime transitório o que prevalece na solidificação.  
Zona Pastosa 
Interface meio 
ambiente/molde 
Interface 
molde/metal 
Molde Sólido Líquido 
Condução 
Radiação 
Convecção 
Transferência 
Newtoniana 
solT liqT VT
Interface 
sólido/pastoso 
Interface  
pastoso/líquido 
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Convecção está relacionada com as perdas de calor da superfície externa do molde ao meio 
ambiente, de superfícies do material livres do contato com paredes do molde e sem proteção 
isolante e com a tendência de equalização da temperatura dentro do material líquido. 
 
Radiação está associada à perda de calor para o meio ambiente e é um importante 
mecanismo na análise de solidificação de materiais de temperaturas de fusão mais elevadas. 
 
Transferência newtoniana é um complexo mecanismo de transferência de calor que 
ocorre na interface metal/molde devido ao fato de existir uma resistência térmica de contato, com 
a parede interna do molde, quando o metal líquido é vazado no mesmo. 
 
 
Como foi suposto que o elemento de referência representa o comportamento do sistema de 
solidificação como um todo, um sistema de coordenadas distância (x)  temperatura (T) pode ser 
superposto ao mesmo conforme indicado na Figura 2.4. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 2.4 - Sistema distância  temperatura superposto ao elemento de referência, 
adaptado de Garcia [Garcia, 2007]. 
 
Molde Sólido 
Líquido 
Tv 
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TM 
0 x 
T 
qS 
qi qL 
qM 
T0 
Tsol 
Zona Pastosa 
qSL 
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Do ponto de vista matemático, o tratamento formal da solidificação apresenta uma grande 
complexidade, causada principalmente pela contínua geração de calor latente na interface 
sólido/líquido e pelo movimento dessa fronteira, o que torna o problema não linear. Ainda existe 
uma complicação extra, se a transferência newtoniana na interface metal/molde for considerada.  
 
A equação diferencial básica de todos os modelos de solidificação é a Equação Geral da 
Condução de Calor [Incropera, 1990], dada por: 
 
        q  
z
T
 zk 
z
  
y
T
 yk 
y
  
x
T
 xk 
x
  
t
T
 c ρ 




























         (2.1) 
 
onde: k é a condutividade térmica, c é o calor específico,   é a massa específica ou densidade, q  
é a geração de calor, T é a temperatura, t é o tempo, x, y, e z são as coordenadas cartesianas. 
 
A equação (2.1) trata de problemas de solidificação nos casos tridimensionais. Para o caso 
unidimensional, tem-se: 
 
    q  
x
T
 xk 
x
  
t
T
 . c . ρ 










              (2.2) 
 
que é resolvida, geralmente, por métodos numéricos. 
 
Se o modelo estudado tratar apenas da condução de calor, tanto em regime permanente 
como em regime transitório, a equação (2.2) pode ser escrita como: 
 
  
2
2
x
T
a  
t
T





                (2.3) 
 
onde 
c
k
a

  é a difusividade térmica. A equação (2.3) é conhecida como Equação de Fourier. 
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A equação (2.3) pode ser resolvida de forma exata e sua solução geral é dada por: 
 
  )
ta2
x
(erfBA)t,x(T

              (2.4) 
 
onde A e B são constantes e erf é a função erro definida no Apêndice A. Nesse mesmo apêndice 
encontra-se a aproximação usada no presente trabalho para a referida função. 
 
 
2.3 Modelo Analítico para Solidificação de Ligas Binárias 
 
Garcia [Garcia, 1981] propôs um modelo analítico de transferência de calor que descreve a 
distribuição da temperatura e as posições das isotermas liquidus e solidus em função do tempo 
para a solidificação unidirecional de ligas binárias. Esse modelo pode ser aplicado para 
determinar a velocidade de deslocamento da isoterma liquidus (vL), o gradiente de temperatura 
frente a essa isoterma (GL) e a taxa de resfriamento ( T ) da isoterma liquidus . O modelo em 
questão trata do movimento simultâneo de duas fronteiras, as isotermas liquidus e solidus, entre 
as quais o calor latente é gradativamente liberado e é uma extensão de outro modelo 
desenvolvido por [Garcia, 1978] para metais puros e ligas eutéticas, no qual à frente de 
solidificação é caracterizada como plana. O presente modelo emprega uma técnica matemática 
que substitui a resistência newtoniana na interface metal/molde por camadas equivalentes de 
molde, zona pastosa e metal sólido em um sistema virtual. Durante a solidificação unidirecional 
de um lingote as evoluções das duas fronteiras de solidificação são consideradas simultaneamente 
(isotermas liquidus e solidus, respectivamente).  
 
O modelo é deduzido através da análise da situação física de solidificação no elemento de 
referência definido na Figura 2.1 onde são consideradas as seguintes hipóteses de caráter físico: 
 
1ª) O fluxo de calor por condução é unidirecional, sendo o metal e o molde considerados 
semi-infinitos; 
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2ª) A resistência térmica newtoniana junto à interface metal/molde é representada por um 
coeficiente de transferência de calor hi; 
 
3ª) As propriedades termofísicas dos materiais são constantes dentro de uma mesma fase, 
ou seja, nas fases líquida e sólida, na zona pastosa e no molde elas não variam durante o 
processo; 
 
4ª) No metal líquido é considerado somente o fluxo de calor por condução, considerando-se 
que o mesmo encontra-se a uma temperatura Tv não muito acima da temperatura liquidus de 
modo que a convecção no líquido possa ser desprezada. 
 
Analisando as hipóteses acima e as definições da parte introdutória desse capítulo, conclui-
se que, para que a equação (2.3) possa ser usada na solução do problema é necessário que a 
transferência de calor newtoniana na interface metal/molde não provoque uma descontinuidade 
abrupta no perfil de temperaturas, conforme pode ser observado na Figura 2.4. 
 
Para que essa descontinuidade não aconteça, admite-se uma hipótese adicional: a 
resistência térmica newtoniana na interface metal/molde é considerada equivalente a uma camada 
de material pré-existente e que se divide em: uma resultante de uma espessura virtual acrescida 
ao molde (E0), outra resultante de uma camada virtual constituída de metal previamente 
solidificado (S0) e outra de uma camada virtual de metal sólido e zona pastosa (L0) de modo que 
a ação dessas resistências em série seja equivalente à resistência newtoniana. 
 
Diante do exposto acima, são definidos dois sistemas equivalentes, distância (x)  
temperatura (T), um real e outro virtual, como mostrado na Figura 2.5. 
 
Pode-se observar no gráfico da Figura 2.5 que o metal e o molde estão separados por um 
plano hipotético mantido a uma temperatura constante Ti e, portanto são correlacionados pela 
igualdade de fluxo de calor através desse plano. Nesse sistema virtual o contato entre o metal e o 
molde é considerado perfeito, sendo então possível determinar por condução todo o calor retirado 
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do sistema, o que permite analisar a solidificação pela equação (2.3) e a solução desta é 
encontrada pela solução geral, equação (2.4), aplicada no molde e nas fases sólida, líquida e zona 
pastosa, com valores de A e de B apropriados a cada caso. 
Figura 2.5 - Correspondência entre sistemas real e virtual na solidificação de ligas binárias, 
adaptado de Garcia [Garcia, 1981]. 
 
onde: Tliq é a temperatura liquidus da liga, Tsol é a temperatura solidus de não equilíbrio, T0 é a 
temperatura ambiente, Tim é a temperatura do molde junto à interface metal/molde, Ti é a 
temperatura na interface metal/molde, TiS é a temperatura do sólido junto à interface 
metal/molde, Tv é a temperatura inicial do líquido, x  representa a distância no sistema virtual, SL 
e LS  são as posições das isotermas liquidus e SS e SS  as posições das isotermas solidus, em 
relação à interface metal/molde, nos sistemas real e virtual, respectivamente. 
 
Os parâmetros do sistema virtual e do sistema real estão relacionados, conforme pode ser 
observado na Figura 2.5, por: 
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  0 xse  Lxx 0                (2.5) 
 
  0 xse  Exx 0                (2.6) 
 
    LSS 0SS                 (2.7) 
 
    LSS 0LL                 (2.8) 
 
    ttt 0                (2.9) 
 
onde t0 é o tempo em que ocorre a solidificação da espessura virtual S0. Ou seja, em 0tt  tem-
se 0L LS   e 0S SS  . 
 
Nesse modelo, as condições de contorno aplicadas ao sistema virtual são as seguintes: 
 
   0m TT          x constante          (2.10) 
 
   iSm TTT              0x constante          (2.11) 
 
   solSS TT            Sx constante          (2.12) 
 
   solSLS TT            Sx constante          (2.13) 
 
   liqSLL TT            Sx constante          (2.14) 
 
   liqLL TT            Sx constante          (2.15) 
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   vL TT           x constante          (2.16) 
 
onde os índices têm os seguintes significados: m – molde, S – metal sólido, L – metal líquido, SL – 
zona pastosa, 0 – ambiente, v –  inicial do líquido. 
 
Uma das hipóteses do modelo considera as propriedades termofísicas dos materiais 
constantes dentro de uma mesma fase. Dessa forma, na zona pastosa, a condutividade térmica e a 
densidade são consideradas como a média aritmética dessas propriedades no metal sólido e no 
metal líquido e a liberação do calor latente, dentro desse intervalo de solidificação, é calculada 
através de um ajuste no calor específico. Assim, para cada região tem-se: 
 
  LLLliq c  e   ,k                                T  T             (2.17) 
 
  




















)20.2(      
TT
L
cc
)19.2(     
2
(2.18)                                                     
2
kk
k
               T   T   T 
solliq
LSL
LS
SL
LS
SL
liqsol  
 
  SSSsol c  e   ,k                                T  T            (2.21) 
 
Os parâmetros dos sistemas virtual e real, assim como das condições de contorno, são 
condições necessárias e suficientes para que o conjunto de equações que descrevem o processo de 
solidificação possa ser obtido. 
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2.3.1 Cinética de solidificação 
 
 
2.3.1.1 Deslocamento da isoterma solidus 
 
Substituindo a equação (2.12) na equação (2.4) e igualando o argumento da função erro da 
equação resultante à constante 1 , obtém-se: 
 
  
ta2
S
S
S
1


              (2.22) 
donde: 
  
2
1S
2
S
a4
S
t


              (2.23) 
 
Em particular para 0Sx   e 0tt  , tem-se: 
 
  
2
1S
2
0
0
a4
S
t

              (2.24) 
 
Aplicando as equações (2.7) e (2.9) em (2.23) tem-se: 
 
  
 
2
1S
2
0S
0
a4
LS
tt


              (2.25) 
 
Rearranjando os termos em (2.25) e substituindo a equação (2.24), tem-se: 
 
  
2
1S
2
0
2
0
S2
1S
02
S2
1S a4
SL
S
a2
L
S
a4
1
t






          (2.26) 
 
onde, t é o tempo, aS é difusividade térmica do sólido, 1 é a constante de solidificação vinculada 
ao deslocamento da isoterma solidus.  
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Pode-se escrever a equação anterior de forma simplificada como: 
 
   SS
2
SS SSt             (2.27) 
 
onde : 
  
2
1S
S
a4
1

               (2.28) 
 
  
2
1S
0
S
a2
L

               (2.29) 
 
  
2
1S
2
0
2
0
a4
SL


               (2.30) 
 
A equação (2.27) descreve o movimento da isoterma solidus durante a solidificação. 
 
Note que   é o tempo transcorrido até o surgimento da isoterma solidus no início do 
processo de solidificação, conforme se pode observar na Figura 2.6 
 
 
2.3.1.2 Deslocamento da isoterma liquidus 
 
Substituindo a equação (2.14) na equação (2.4) e igualando o argumento da função erro da 
equação resultante à constante 2 , obtém-se: 
 
  
ta2
S
SL
L
2


              (2.31) 
donde 
  
2
2SL
2
L
a4
S
t


              (2.32) 
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Em particular para 0Lx   e 0tt  , tem-se: 
 
  
2
2SL
2
0
0
a4
L
t

              (2.33) 
 
Aplicando as equações (2.8) e (2.9) em (2.30) tem-se: 
 
  
 
2
2SL
2
0L
0
a4
LS
tt


              (2.34) 
 
Rearranjando os termos em (2.34) e substituindo a equação (2.33), tem-se: 
 
  L2
2SL
02
L2
2SL
S
a2
L
S
a4
1
t 



           (2.35) 
 
onde aSL é difusividade térmica da zona pastosa e 2 é a constante de solidificação vinculada ao 
deslocamento da isoterma liquidus. 
 
A equação anterior pode ser escrita de forma simplificada do seguinte modo: 
 
  LL
2
LL SSt               (2.36) 
 
onde: 
  
2
2SL
L
a4
1

              (2.37) 
 
  
2
2SL
0
L
a2
L

              (2.38) 
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A equação (2.36) descreve o movimento da isoterma liquidus durante a solidificação. 
Pelas equações (2.27) e (2.36) pode-se notar que as isotermas solidus e liquidus deslocam-
se com velocidades diferentes e à medida que a solidificação progride elas afastam-se uma da 
outra. A Figura 2.6 ilustra o deslocamento das duas isotermas nos sistemas real e virtual. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 2.6 - Deslocamento da isoterma liquidus e solidus nos sistemas real e virtual, 
[Garcia, 2007]. 
 
2.3.2 Perfis térmicos 
 
 
2.3.2.1 Perfil de temperaturas no molde (Tm): 
 
Pela equação (2.4) o perfil térmico do molde é: 
 
  











ta2
x
erfBAT
m
mmm            (2.39) 
 
Aplicando as condições de contorno (2.10) e (2.11) em (2.39) obtém-se: 
S 
Liquidus 
Solidus 
t0 
0 S0 L0 
 
 
 
 
0 
t 
S
t
Sistema real 
 
Sistema virtual 
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  im TA                (2.40) 
e 
  0im TTB               (2.41) 
 
Através das equações (2.6), (2.7) e (2.22) pode-se reescrever o argumento da função erro da 
equação (2.39) como: 
 
  
 
 0S
0
1
Sm
S
1
m
LS
Ex
N
S
x
a
a
ta2
x








        (2.42) 
onde: 
 
  
SSm
mmS
m
S
ck
ck
a
a
N


             (2.43) 
  
Substituindo (2.40), (2.41) e (2.42) em (2.39) obtemos: 
 
    








0S
0
10iim
LS
Ex
NerfTTTT          (2.44) 
 
 
2.3.2.2 - Perfil de temperaturas no metal sólido (TS) 
 
Pela equação (2.4) o perfil térmico do metal sólido é: 
 
  











ta2
x
erfBAT
S
SSS            (2.45) 
 
Aplicando as condições de contorno (2.11) e (2.12) em (2.45) e sabendo que 0)0(erf   
obtém-se: 
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  iS TA                (2.46) 
e 
  
)(erf
TT
B
1
isol
S


              (2.47) 
 
Através das equações (2.5), (2.7) e (2.22) pode-se reescrever o argumento da função erro da 
equação (2.45) como: 
 
  
 
 0S
0
1
S
1
S
LS
Lx
S
x
ta2
x








          (2.48) 
 
Substituindo (2.46), (2.47) e (2.48) em (2.45) obtém-se: 
 
  











0S
0
1
1
isol
iS
LS
Lx
erf
)(erf
TT
TT           (2.49) 
 
 
2.3.2.3 Perfil de temperaturas na zona pastosa (TSL) 
 
Pela equação (2.4) o perfil térmico na zona pastosa é: 
 
  











ta2
x
erfBAT
SL
SLSLSL           (2.50) 
 
Aplicando as condições de contorno (2.13) e (2.14) em (2.50) obtém-se: 
 
  











ta2
S
erfBAT
SL
S
SLSLsol           (2.51) 
e 
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










ta2
S
erfBAT
SL
L
SLSLliq           (2.52) 
 
Observa-se que o argumento da função erro da equação (2.52) é 2  e para a equação (2.51) 
tem-se: 
 
  n
a
a
a
a
ta2
S
ta2
S
1
SL
S
1
S
S
SL
S
SL
S 





        (2.53) 
onde  
 
  
SSSL
SLSLS
SL
S
ck
ck
a
a
n


             (2.54) 
 
Através de (2.31) e (2.53) pode-se reescrever (2.51) e (2.52) como: 
 
   1SLSLsol nerfBAT             (2.55) 
e 
  )(erfBAT 2SLSLliq              (2.56) 
 
donde se conclui que: 
 
  
 
)(erf
nerf)(erf
TT
TA 2
12
solliq
liqSL 


          (2.57) 
e 
  
 12
solliq
SL
nerf)(erf
TT
B


            (2.58) 
 
Pode-se escrever 2  em função de 1 , através de (2.22), (2.31) e (2.54) como: 
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S
L
1
S
S
S
S
SL
L
SL
L
2
S
S
n
S
S
a
a
ta2
S
ta2
S











         (2.59) 
 
Substituindo (2.5), (2.6), (2.22), (2.54) e (2.59) no argumento da função erro da equação 
(2.50) obtém-se: 
 
  
0L
0
2
L
2
L
L
S
1
SSL
S
1
SL
LS
Lx
S
x
S
S
S
x
n
S
x
a
a
ta2
x

















      (2.60) 
 
Substituindo (2.57), (2.58) e (2.60) em (2.50) obtém-se: 
 
  
  
















0L
0
22
12
solliq
liqSL
LS
Lx
erf)(erf
nerf)(erf
TT
TT       (2.61) 
 
 
2.3.2.4 Perfil de temperaturas no metal líquido (TL) 
 
Pela equação (2.4) o perfil térmico no metal líquido é: 
 
  











ta2
x
erfBAT
L
LLL            (2.62) 
 
Aplicando as condições de contorno (2.15) e (2.16) em (2.62) e sabendo que 1)(erf   
obtém-se: 
 
  











ta2
S
erfBAT
L
L
LLliq            (2.63) 
 
  LLv BAT               (2.64) 
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Pela equação (2.31) o argumento da função erro da equação (2.63) é : 
 
  m
a
a
a
a
ta2
S
ta2
S
2
L
SL
2
SL
SL
L
L
L
L 





       (2.65) 
 
onde  
  
SLSLL
LLSL
L
SL
ck
ck
a
a
m


            (2.66) 
 
Substituindo (2.65) em (2.63) tem-se que: 
 
   2LLliq merfBAT             (2.67) 
 
De (2.64) e (2.67) conclui-se que: 
 
  
 2
liqv
vL
merf1
TT
TA


             (2.68) 
e 
  
 2
liqv
L
merf1
TT
B


             (2.69) 
 
Substituindo (2.5), (2.8), (2.31) e (2.66) no argumento da função erro da equação (2.62) 
obtém-se: 
  
0L
0
2
L
1
LL
SL
2
L
LS
Lx
m
S
x
m
S
x
a
a
ta2
x











       (2.70) 
 
Substituindo (2.68), (2.69) e (2.70) em (2.62) obtém-se: 
 
  
  
















0L
0
2
2
liqv
vL
LS
Lx
merf1
merf1
TT
TT         (2.71) 
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As equações (2.44), (2.49), (2.61) e (2.71) determinam os perfis de temperatura no molde, 
no metal sólido, na zona pastosa e no metal líquido, mas para que elas possam ser aplicadas 
devem-se conhecer as seguintes incógnitas: iT , 1 , 2 , 0E , 0S  e 0L  as quais serão determinadas 
a seguir. 
 
 
2.3.3 Determinação da temperatura de equilíbrio na interface metal/molde (Ti) 
 
Fazendo o balanço térmico em 0x   obtém-se: 
 
  
0x
S
S
0x
m
m
x
T
k
x
T
k






             (2.72) 
 
Aplicando (2.6) e (2.7) em (2.44) obtém-se: 
 
    








S
10iim
S
x
NerfTTTT           (2.73) 
 
Sabe-se que 
 
du
dz
e
2
du
)z(erfd 2z 

  . Derivando parcialmente (2.73) em relação à x  
fica: 
  
 
2
S
1S
0i1m
S
x
NexpS
TTN2
x
T













           (2.74) 
 
Para 0x   tem-se: 
 
  
 
S
0i1
0x
m
S
TTN2
x
T






           (2.75) 
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Aplicando (2.6) e (2.7) em (2.49) tem-se que: 
 
  
  










S
1
1
isol
iS
S
x
erf
erf
TT
TT            (2.76) 
 
Derivando parcialmente (2.76) em relação à x  fica: 
 
  
 
2
S
11S
isol1S
S
x
exp)(erfS
TT2
x
T













          (2.77) 
 
Para 0x   tem-se: 
 
  
 
)(erfS
TT2
x
T
1S
isol1
0x
S






           (2.78) 
 
Substituindo (2.75) e (2.78) em (2.72) obtém-se: 
 
   
)(erf
TT
TT
k
Nk
1
isol
0i
S
m




            (2.79) 
Pode-se observar que:  
 
  
M
1
b
b
ck
ck
ck
ck
k
k
k
Nk
S
m
SSS
mmm
SSm
mmS
S
m
S
m 







        (2.80) 
 
onde M é o parâmetro material/molde. 
 
Substituindo (2.80) em (2.79) fica: 
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   
)(erf
TT
TT
M
1
1
isol
0i


             (2.81) 
 
Somando e subtraindo 0T  ao segundo membro da equação (2.81) e reagrupando-se tem-se: 
 
     0sol0i
1 TTTT
M
)(erf
1 




 
            (2.82) 
donde: 
   0sol
1
0i TT
)(erfM
M
TT 

            (2.83) 
 
 
2.3.4 Determinação das constantes 
1  e 2   
 
Fazendo-se o balanço de térmico na interface sólido/zona pastosa  SSx   obtém-se: 
  
SS Sx
SL
SL
Sx
S
S
x
T
k
x
T
k






            (2.84) 
 
Substituindo (2.5) e (2.8) em (2.61) tem-se: 
 
  
  
















L
22
12
solliq
liqSL
S
x
erf)(erf
nerf)(erf
TT
TT        (2.85) 
 
Derivando (2.85) em relação a x , tem-se: 
 
  
 
  
2
L
212L
solliq2SL
S
x
expnerf)(erfS
TT2
x
T













       (2.86) 
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Substituindo (2.83) em (2.77) obtém-se: 
 
  
 
 
2
S
11S
0sol1S
S
x
exp)(erfMS
TT2
x
T













         (2.87) 
 
Substituindo SSx   em (2.87) tem-se: 
 
  
 
  )exp()(erfMS
TT2
x
T
2
11S
0sol1
Sx
S
S






         (2.88) 
 
Substituindo SSx   e (2.59) em (2.86) tem-se: 
 
  
 
    2112L
solliq2
Sx
SL
nexpnerf)(erfS
TT2
x
T
S






       (2.89) 
 
Substituindo (2.59), (2.88) e (2.89) em (2.84) obtém-se: 
 
  
 
 
   
 )(erfMnk
TT)1n(expk
nerf)(erf
TT
1SL
0sol
2
1
2
S
12
solliq





       (2.90) 
 
Fazendo-se o balanço de térmico na interface zona pastosa/líquido  LSx   obtém-se: 
 
  
LL Sx
L
L
Sx
SL
SL
x
T
k
x
T
k






            (2.91) 
 
Aplicando (2.5) e (2.8) em (2.71) tem-se: 
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  
















L
2
2
liqv
vL
S
x
merf1
merf1
TT
TT         (2.92) 
 
Derivando parcialmente (2.92) em relação a x  obtém-se: 
 
  
 
  
2
L
22L
liqv2L
S
x
mexpmerf1S
TTm2
x
T













        (2.93) 
 
Substituindo-se LSx   em (2.86) vem: 
 
  
 
    2212L
solliq2
Sx
SL
expnerf)(erfS
TT2
x
T
L






        (2.94) 
 
Substituindo-se LSx   em (2.93) vem: 
 
  
 
    222L
liqv2
Sx
L
mexpmerf1S
TTm2
x
T
L






        (2.95) 
 
Substituindo (2.94) e (2.95) em (2.91) chega-se a: 
 
  
   
 
 liqv
2SL
2
2
2
L
12
solliq
TT
)m(erf1k
)m1(expmk
)n(erf)(erf
TT






       (2.96) 
 
As constantes 1 e 2 são calculadas pela resolução simultânea e iterativa das equações 
(2.90) e (2.96). A forma mais simples de determinar tais constantes consiste em atribuir valores 
arbitrários a 1 na equação (2.90) determinando uma série de valores de 2, e em seguida utilizar 
o mesmo procedimento de forma inversa, ou seja, atribui-se valores arbitrários a 2 na equação 
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(2.96) determinando uma série de valores de 1. Este procedimento permite a determinação de 
duas curvas correspondentes às equações (2.90) e (2.96). Caso os valores sejam colocados um em 
função do outro na forma gráfica, o cruzamento destas duas curvas define o ponto de interseção 
 *2*1 ,   correspondente à solução das duas equações, [Garcia, 1981]. Na Figura 2.7 tem-se um 
esquema que mostra esse par de constantes 1 e 2, e, no Apêndice B, encontra-se o fluxograma 
do programa computacional que calcula os valores de 1 e 2 para algumas ligas binárias de 
alumínio assim como uma tabela com os valores encontrados. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 2.7– Esquema da determinação gráfica das constantes 1 e 2, [Garcia, 2007]. 
 
 
2.3.5 Resistência Newtoniana na interface metal/molde  
 
No sistema real, a resistência newtoniana na interface metal/molde é representada pelo 
coeficiente de transferência de calor ih , que deve ser determinado para cada par metal/molde. No 
sistema virtual, uma parcela da resistência newtoniana foi substituída por uma espessura 
adicional de molde )E( 0  e assim associada a ela há um coeficiente de transmissão de calor 
parcial chamado de imh . Outra parcela foi substituída por uma espessura adicional de metal 
2
1
*
2

*
1

0 
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sólido )S( 0  e a ela está associado um coeficiente de transmissão de calor parcial chamado de hiS. 
E, por fim, a última parcela foi substituída por uma espessura adicional de zona pastosa 
)LS( 00   a qual está associado um coeficiente de transmissão de calor parcial chamado de iSLh . 
Ou seja, a resistência newtoniana total da interface )R( i  é equivalente a três outras em série, uma 
do lado do molde )R( m  e outras duas do lado do metal )R e R( SLS  de modo que: 
 
  SLSmi RRRR   
ou 
  
iSLiSimi h
1
h
1
h
1
h
1
  
 
 
2.3.5.1 Determinação dos coeficientes parciais de transferência de calor  iSim h e h  
 
A Figura 2.8 mostra que se pode estabelecer uma relação entre imh , iSh , iSLh  e ih  da 
seguinte forma [Quaresma, 1999]: 
 
         solliqiSLisoliS0iim0liqi TThTThTThTTh         (2.97) 
 
donde: 
  
 
 0i
0liqi
im
TT
TTh
h


              (2.98) 
 
  
 
 isol
0liqi
iS
TT
TTh
h


              (2.99) 
 
Substituindo (2.83) em (2.98) e (2.99) obtém-se: 
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 
 0sol
0liq1
iim
TT
TT
M
)(erf
1hh







 
          (2.100) 
e 
  
 
 0sol
0liq
1
iiS
TT
TT
)(erf
M
1hh









          (2.101) 
 
 
Figura 2.8 - Perfil térmico da interface metal/molde nos instantes iniciais de solidificação 
para ligas binárias utilizado na determinação de E0, So e L0, adaptado de Garcia [Garcia, 1981]. 
 
 
2.3.6 Determinação da espessura virtual previamente solidificada (S0) 
 
O balanço térmico na interface metal/molde no instante inicial do processo de solidificação 
)0t(   é feito assumindo que: (i) neste instante o metal líquido que está em contanto com a 
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parede fria do molde atinge a temperatura solidus (Tsol) e, (ii) o fluxo de calor do sistema real é 
equivalente ao fluxo de calor no sistema virtual em 0tt   e 0Sx  . 
 
   
0Sx
S
SisoliS
x
T
kTTh



          (2.102) 
 
Substituindo 0Sx   e 0S SS   em (2.77) obtém-se: 
 
  
 
)exp()(erfS
TT2
x
T
2
110
isol1
SS
Sx
S
0S
0 






        (2.103) 
 
Substituindo (2.103) em (2.102) vem: 
 
  
)exp()(erfh
k2
S
2
11is
1S
0


          (2.104) 
 
Substituindo (2.101) em (2.104) obtém-se: 
 
  
 
     i0liq121
0sol1S
0
hTTerfM)exp(
TTk2
S


       (2.105) 
 
 
2.3.7 Determinação da espessura virtual de sólido e da zona pastosa (L0) 
 
Pela equação (2.59) tem-se que: 
 
  
2
1
LS SnS


            (2.106) 
 
Para 0tt   tem-se que 0S SS   e 0L LS   substituindo esses valores em (2.106): 
   
 
38 
  
1
20
0
n
S
L


             (2.107) 
 
 
2.3.8 - Determinação da parcela virtual de espessura do molde (E0)  
 
O balanço térmico na interface metal/molde no instante inicial do processo de solidificação 
)0t(   é feito assumindo que: (i) neste instante o metal sólido que está em contanto com a parede 
fria do molde atinge a temperatura solidus (Tsol) e, (ii) o fluxo de calor do sistema real é 
equivalente ao fluxo de calor no sistema virtual em 0tt   e 0Ex  . 
 
   
0Ex
m
m0iim
x
T
kTTh



          (2.108) 
 
Substituindo 0Ex   e 00 SS   em (2.74): 
 
  
 
2
0
0
10
0i1
SS
Ex
m
S
E
NexpS
TTN2
x
T
0S
0













        (2.109) 
 
Aplicando (2.109) em (2.108): 
 
  
2
0
01
0
m1
im
S
EN
expS
kN2
h





 


          (2.110) 
 
Substituindo (2.100) e (2.105) em (2.110): 
 
  )exp(
k
kMN
S
EN
exp
2
1
S
m
2
0
01 






 
        (2.111) 
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Colocando (2.80) em (2.111): 
 
  
N
S
E 00              (2.112) 
 
 
2.3.9 Cálculo de Tm e TS 
 
Substituindo (2.83) em (2.44) e em (2.49) tem-se: 
 
  
 




















0S
0
1
1
0sol
0m
LS
Ex
Nerf1
)(erfM
TTM
TT       (2.113) 
e 
  
 




















0S
0
1
1
0sol
0S
LS
Lx
erfM
)(erfM
TT
TT        (2.114) 
 
Se o modelo de solidificação for utilizado para a simulação de um problema com moldes 
refrigerados atribui-se M = 0. 
 
 
2.3.10 Velocidade da isoterma liquidus 
 
Derivando (2.36) implicitamente em relação a x obtém-se: 
 
  
dx
dS
dx
dS
S21 LL
L
LL           (2.115) 
 
Como L
L v
dx
dS
  pode-se reescrever (2.115) da seguinte forma: 
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LLL
L
S2
1
v

            (2.116) 
 
Substituindo (2.37) e (2.38) em (2.116) vem: 
 
  
0L
2
2SL
L
LS
a2
v


            (2.117) 
 
Substituindo (2.107) em (2.117) tem-se: 
 
  
1
20
L
2
2SL
L
n
S
S
a2
v




            (2.118) 
 
Aplicando (2.105) em (2.118) tem-se: 
 
   
    i0liq121
liqsol2S
L
2
2SL
L
hTT)(erfM)exp(n
TTk2
S
a2
v




       (2.119) 
 
 
2.3.11 Gradiente térmico no líquido junto à isoterma liquidus 
 
Por definição o gradiente térmico é: 
 
  
LSx
L
L
dx
dT
G

             (2.120) 
 
Derivando (2.70) em relação a x tem-se: 
   
 
41 
  
 
    
2
0L
0
220L
liqv2L
LS
Lx
mexpmerf1LS
TTm2
dx
dT










            (2.121) 
 
Substituindo LSx   em (2.121) obtém-se: 
 
  
 
      2220L
liqv2
Sx
L
L
mexpmerf1LS
TTm2
dx
dT
G
L




    (2.122) 
 
Substituindo (2.117) em (2.122) obtém-se: 
 
  
 
    222
2
2SL
liqv2
L
mexpmerf1a
TTm
G


       (2.123) 
 
Multiplicando e dividindo (2.123) por 4 e substituindo (2.37) tem-se que: 
 
  
 
    
L2
22
liqv2L
L v
mexpmerf1
TTm4
G 


        (2.124) 
 
No caso do líquido ser vazado sem superaquecimento, ou com um pequeno 
superaquecimento que pode ser dissipado nos instantes iniciais de solidificação, o gradiente 
controlador do crescimento dendrítico é aquele junto à isoterma liquidus, mas do lado da zona 
pastosa  LSG . Esse gradiente é por definição: 
 
  
LSx
SL
SL
dx
dT
G

            (2.125) 
 
Derivando (2.61) em relação a x tem-se: 
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 
    
2
0L
0
2120L
solliq2SL
LS
Lx
expnerf)(erfLS
TT2
dx
dT










       (2.126) 
 
Substituindo LSx   em (2.126) obtém-se: 
 
  
 
     )exp(nerf)(erfLS
TT2
dx
dT
G
2
2120L
solliq2
Sx
SL
SL
L




    (2.127) 
 
Substituindo (2.117) em (2.127) obtém-se: 
 
  
 
   )exp(nerf)(erfa
TT
G
2
212
2
2SL
solliq2
SL


       (2.128) 
 
Multiplicando e dividindo (2.128) por 4 e substituindo (2.37) tem-se que: 
 
  
 
  
L2
212
solliq2L
SL v
)exp(nerf)(erf
TT4
G 


       (2.129) 
 
Pode-se observar em (2.124) e (2.129) que uma vez fixados o sistema, a liga binária/molde 
e as condições de solidificação, esses dois gradientes GL e GSL variam linearmente com a 
velocidade da isoterma liquidus (vL). 
 
 
2.3.12 Taxa de resfriamento no líquido junto à isoterma liquidus 
 
Por definição: 
 
  
LL
SxSx
LL
t
x
x
T
t
T
T
 







          (2.130) 
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Como 
LSx
L
L
x
T
G


  e 
LSx
L
t
x
v


  então pode-se reescrever (2.130) como: 
 
  LL vGT 
             (2.131) 
 
Substituindo (2.119) e (2.124) em (2.131) obtém-se: 
 
  
 
    
2
L2
22
liqv2L
v
mexpmerf1
TTm4
T 


        (2.132) 
 
 
2.3.13 Tempo local de solidificação  
 
O tempo local de solidificação (tSL) é definido como a diferença entre o tempo de passagem 
da isoterma solidus e o tempo de passagem da isoterma liquidus por um determinado ponto x da 
peça em solidificação. Assim pelas equações (2.27) e (2.36) tem-se que: 
 
       xxt LS
2
LSSL         (2.133) 
 
De forma aproximada pode-se calcular o tempo local de solidificação como: 
 
  
T
T
t SLSL 

             (2.134) 
 
onde solliqSL TTT   é o intervalo de solidificação para condições fora do equilíbrio e T
  é a 
taxa de resfriamento.  
 
As equações da síntese a seguir definem completamente a solução e podem ser utilizadas na 
análise da solidificação unidirecional de ligas binárias que se solidifiquem em um intervalo de 
temperaturas.  
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2.3.14 Síntese das equações do modelo analítico para a solidificação 
unidirecional de ligas binárias 
 
Deslocamento das isotermas 
 
Deslocamento da isoterma solidus 
 
   SS
2
SS SSt  
onde : 
  
2
1S
S
a4
1

   
 
  
2
1S
0
S
a2
L

   
 
  
2
1S
2
0
2
0
a4
SL


   
 
 
Deslocamento da isoterma liquidus 
 
    
onde: 
    
 
    
LL
2
LL SSt 
2
2SL
L
a4
1


2
2SL
0
L
a2
L


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Perfis de temperatura 
 
Perfil térmico no molde: 
 
  
 




















0S
0
1
1
0sol
0m
LS
Ex
Nerf1
)(erfM
TTM
TT  
onde, x é a posição no metal em relação a interface metal/molde; 
mmm
SSS
m
S
ck
ck
b
b
M


  e, 
SSm
mmS
m
S
ck
ck
a
a
N


 . 
 
 
Perfil térmico no metal sólido: 
 
  
 




















0S
0
1
1
0sol
0S
LS
Lx
erfM
)(erfM
TT
TT  
 
 
Perfil térmico na zona pastosa: 
 
  
 


















0L
0
22
12
solliq
liqSL
LS
Lx
erf)(erf
)n(erf)(erf
TT
TT  
onde 
SL
L
a
a
n  .
 
 
Perfil térmico no metal líquido: 
 
  
 




















0L
0
2
2
liqv
vL
LS
Lx
merf1
)m(erf1
TT
TT  
onde 
L
SL
a
a
m  . 
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Constantes 1 e 2 
 
  
   
 
 0sol
1SL
2
1
2
S
12
solliq
TT
)(erfMnk
)1n(expk
)n(erf)(erf
TT






 
 
  
   
 
 liqv
2SL
2
2
2
L
12
solliq
TT
)m(erf1k
)m1(expmk
)n(erf)(erf
TT






 
 
 
 
Camadas virtuais 
 
  
 
  i0liq1
2
1
0sol1S
0
h)TT()(erfM)exp(
TTk2
S


  
 
  
0
1
2
0 S
n
L


   
 
  
N
S
E 0'0   
 
 
 
Velocidade de deslocamento da isoterma liquidus (vL) 
 
  
 
    Li1210liq
0sol2S
2
2SL
L
S
h)(erfM)exp(TTn
TTk2
a2
v












  
 
   
 
47 
Gradientes térmicos no líquido junto à isoterma liquidus 
 
  
 
    
L2
22
liqv2L
L v
mexpmerf1
TTm4
G 


  
 
  
 
  
L2
212
solliq2L
SL v
)exp(nerf)(erf
TT4
G 



 
 
 
 
Taxa de resfriamento no líquido junto à isoterma liquidus 
 
  
 
    
2
L2
22
liqv2L
v
mexpmerf1
TTm4
T 


  
 
 
 
Tempo local de solidificação (tSL) 
 
       xxt LS
2
LSSL  
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2.4 Modelo analítico para solidificação com frente plana 
 
A mesma idéia básica de representar a resistência newtoniana na interface metal/molde por 
outras em série, ou seja, uma espessura virtual de material do molde e de uma camada virtual de 
metal também pode ser usada para a solidificação de metais puros ou ligas eutéticas. As hipóteses 
físicas assumidas no desenvolvimento anterior são igualmente consideradas com o acréscimo da 
hipótese de que: o metal solidifica-se com uma interface sólido/líquido macroscopicamente 
plana. O completo desenvolvimento matemático das equações desse modelo encontra-se em 
[Garcia, 2007]. 
 
As equações representativas desse modelo são: 
 
 
2.4.1 Cinética de solidificação 
 
  
 
S
h)(erfM)exp(
c
S
a4
1
t
i
2
SS2
2
S





       (2.135) 
 
ou de forma mais simplificada: 
 
  SSt 2             (2.136) 
 
onde 
  
2
Sa4
1

             (2.137) 
 
  
  i
2
SS
h)(erfM)exp(
c


         (2.138) 
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A velocidade de solidificação (v) é dada por: 
 
  


S2
1
v            (2.139) 
 
Para o caso de solidificação com o metal líquido vazado sem superaquecimento, tem-se: 
 
  
 
S
hTT
L
S
a4
1
t
i0f
S2
2
S





          (2.140) 
ou 
 
  SSt 2             (2.141) 
 
onde 
 
  
  i0f
S
hTT
L


            (2.142) 
 
Pode-se observar nas equações (2.136) e (2.141) que o termo quadrático )S( 2  é 
governado apenas por parâmetros do metal e molde estando, portanto, ligado à condução térmica, 
enquanto o termo linear  S  ou  S   é fortemente influenciado pela transferência newtoniana 
na interface metal/molde. 
 
 
2.4.2 Camadas virtuais 
 
As camadas virtuais são dadas por: 
 
  



2
S0             (2.143) 
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e 
  
N2
E0


             (2.144) 
 
onde 
SSm
mmS
m
S
ck
ck
a
a
N


 . 
 
 
2.4.3 Perfis Térmicos 
 
O perfil térmico no molde é dado por: 
 
  
 


















S2
xN2
erf1
)(erfM
TTM
TT 0f0m       (2.145) 
 
onde x é a posição no metal em relação à interface metal/molde; Tf é a temperatura de fusão e 
mmm
SSS
m
S
ck
ck
b
b
M


 .   
 
Se o modelo de solidificação for utilizado para a simulação de um problema com moldes 
refrigerados atribui-se M = 0, já que com a renovação contínua do fluido durante a refrigeração, 
sua capacidade de absorção de calor é ilimitada, ou seja, bm tende a infinito . 
 
 
O perfil térmico no metal sólido é definido por: 
 
  
 














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
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)(erfM
TT
TT 0f0S        (2.146) 
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O perfil térmico no metal líquido é obtido por: 
 
  
 


















S2
x2
nerf1
)n(erf1
TT
TT fvvL        (2.147) 
 
onde 
L
S
a
a
n  .  
 
Para o caso de solidificação com metal líquido vazado sem superaquecimento, as equações 
que descrevem os perfis térmicos são as mesmas com o parâmetro   substituído por  . 
 
 
2.4.4 Constante   
 
A constante   é dada por: 
 
  
     
     
0
TTc
L
TT)n(erf1
TTnexp
m
)(erfM
exp
0fS0f
fv
222








    (2.148) 
 
onde 
SSS
LLL
S
L
ck
ck
b
b
m


 . 
 
Os modelos analíticos descritos acima começaram a ser desenvolvidos no final da década 
de 70, para solidificação com interface sólido/líquido macroscopicamente plana, que incorporou a 
existência de uma resistência térmica metal/molde finita constante, inicialmente desenvolvida 
para moldes refrigerados [Garcia, 1978] e, posteriormente, para moldes maciços [Garcia, 1979]. 
Mais tarde, adotou-se um artifício de cálculo que permitiu assumir a resistência variável na 
interface metal/molde [Clyne, 1982]. As hipóteses básicas desse modelo foram ampliadas para 
permitir a análise da solidificação de ligas binárias em moldes refrigerados [Garcia, 1984]. Desde 
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então o modelo tem sido detalhado em artigos publicados e validado através de resultados 
experimentais obtidos por meio da solidificação unidirecional de ligas dentre os quais podemos 
citar Quaresma et. al. [Quaresma et al., 2000], Osório e Garcia [Osório e Garcia, 2002], Siqueira 
et. al. [Siqueira et al., 2002], Rocha et. al. [Rocha et al., 2003]. 
 
Neste trabalho é a primeira vez que os modelos analíticos frente plana e para ligas binárias 
foram implementados computacionalmente numa linguagem de programação, e a linguagem 
utilizada é a C++. 
 
No Apêndice C encontra-se o fluxograma do programa computacional do modelo analítico 
para solidificação de ligas binárias, assim como gráficos de alguns resultados obtidos pelo 
referido método. No Apêndice D encontra-se o fluxograma do cálculo da constante   e, no 
apêndice E tem-se o fluxograma do programa computacional deste modelo analítico para 
solidificação com frente plana. 
 
 
2.5 Modelo Numérico para Ligas Binárias 
 
O modelo numérico desenvolvido por Spim [Spim, 1996] e aprimorado por Cheung 
[Cheung, 1999], para o tratamento da solidificação unidirecional de ligas binárias é amplamente 
utilizado no GPS e, usa o método das diferenças finitas, considera a liberação de calor latente na 
zona pastosa pelo modelo de Scheil e na temperatura eutética pelo método de Dusinberre. O 
modelo numérico permite descrever a distribuição da temperatura tanto no espaço quanto no 
tempo, determinar a velocidade de deslocamento da isoterma liquidus (vL), o gradiente de 
temperatura à frente dessa isoterma (GL) e a taxa de resfriamento ( T ). E, também é usado na 
determinação do coeficiente de transferência de calor metal/molde através do método do 
confronto teórico/experimental de perfis térmicos. 
 
Para analisar o processo de solidificação unidirecional de ligas binárias, o referido modelo 
usa a equação (2.2). 
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Se o material examinado for isotrópico, k)t(k)x(k  , ou se o mesmo estiver na fase 
sólida ou líquida, a equação (2.2) pode ser escrita como: 
 
  q  
x
T
k  
t
T
c ρ
2
2






            (2.149) 
 
onde o termo, geração de calor na mudança de fase, é dado por:  
 
  
 t
f 
H -  q L


            (2.150) 
 
onde ΔH é uma pequena varição no valor da entalpia do processo e 
 t
f L


 é a variação da fração 
líquida em função do tempo. 
 
A fração sólida é dada por: 
 
  LS f-1  f              (2.151) 
 
Considerando que os valores do calor específico no estado sólido e líquido da liga são 
bastante próximos pode-se ter a seguinte aproximação: 
 
  L  H              (2.152) 
 
onde L é o calor latente de fusão. 
 
Aplicando as equações (2.151) e (2.152) em (2.150), obtém-se: 
 
  
t
f
L   q S


             (2.153) 
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A derivada da fração sólida em relação ao tempo pode ser escrita, pela regra da cadeia, 
como: 
 
  
t
T
T
f
t
f SS








           (2.154) 
 
Substituindo as equações (2.153) e (2.154) em (2.149), chega-se a: 
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ou então: 
 
   
x
T
k  
t
T
cρ
2
2





            (2.156) 
 
onde c  é o pseudo calor específico dado por: 
 
  
T
f
  L- c  c SSL


            (2.157) 
e 
  LSSSSL c)f-(1 cf c             (2.158) 
 
onde cSL é o calor específico na zona pastosa e Sf  corresponde ao volume de fração sólida local.  
 
A densidade e a condutividade térmica na fase pastosa também são definidas no mesmo 
formato que o calor específico, ou seja: 
 
  LSSSSL )f-(1 f            (2.159) 
 
  LSSSSL k)f-(1 kfk            (2.160) 
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2.5.1 Determinação da Fração Sólida 
 
Com o resfriamento do metal líquido até a zona pastosa, inicia-se o crescimento celular ou 
dendrítico, como pode ser observado na Figura 2.3, sendo caracterizado no modelo numérico pela 
fração sólida, que aparece nas equações (2.150) a (2.160). Várias formulações para o cálculo da 
fração sólida foram propostas por pesquisadores para cada condição de solidificação. Essas 
formulações serão descritas posteriormente no capítulo 3, seção 3.3 deste trabalho.  
 
 
2.5.2 O Método das Diferenças Finitas  
 
No Método das Diferenças Finitas, o meio físico é representado por uma malha formada 
por elementos discretos de lados x e y e o tempo é dividido em intervalos t. De acordo com 
este método, cada elemento possui uma temperatura uniforme em seu interior. A equação 
diferencial, equação (2.156), é substituída por outra equivalente, porém aproximada, que pode ser 
obtida através da Série de Taylor ou do Balanço de Energia. O objetivo da formulação em 
diferenças finitas é: a partir do conhecimento das temperaturas de todos os elementos, calcular 
novas temperaturas no próximo intervalo de tempo t. 
 
 
2.5.2.1 Formação da Malha do Método de Diferenças Finitas 
 
O procedimento de formação da malha constitui-se em dividir o meio físico em regiões de 
diferenças finitas e atribuir a cada uma delas um ponto de referência, denominado ponto nodal, 
situado no interior do elemento de malha conforme apresenta a Figura 2.9 para o caso 
bidimensional e, na Figura 2.10, para o caso unidimensional. As localizações nas direções x e y 
são representadas pelos índices i e j, respectivamente. 
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Figura 2.9 - Representação da malha com os pontos nodais num sistema bidimensional, 
[Cheung, 1999]. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 2.10 - Representação da malha com os pontos nodais num sistema unidimensional, 
[Cheung, 1999]. 
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2.5.2.2 Expansão em Série de Taylor  
 
O desenvolvimento da aproximação, em diferenças finitas, para as derivadas de uma função 
pode ser feito através do uso de sua expansão em série de Taylor como pode ser visto a seguir. 
 
Seja )x(fy   uma função contínua e suponha que todas as suas derivadas existam no ponto 
ax  . A série de Taylor nas vizinhanças do ponto a é definida como: 
 
      .....) a- x ( 
!n 
) a ( f
  ...  a - x  
! 2
) a ( f
   a - x  
! 1
) a (f
  ) a (f  ) x f( n
)n(
2




 (2.161) 
 
onde )a(f (n)  é a nésima derivada da função f em a. 
 
A característica mais importante da série de Taylor de uma função )x(fy   é que ela é uma 
ótima aproximação da função )x(fy   para x próximo de a e n suficientemente grande. 
 
Para a função )x(fy   definida anteriormente, deseja-se determinar sua expansão em série 
de Taylor para x próximo de i, ou seja, em x = i + x e x = i - x, onde i é um ponto qualquer do 
domínio da função. 
 
Fazendo a = i na equação (2.161), obtém-se: 
 
   ...)x  ( 
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) i ( f
  ...  x  
! 2
) i ( f
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) i (f
  ) i (f  )x i (f n
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Truncando a série de Taylor dada na equação (2.162) no termo de segunda ordem, obtém-
se: 
      ) (   (i)f 
1!
x
   i  f  x   i  f 2

         (2.164) 
 
em que )(E 2  representa o erro devido ao truncamento no termo de segunda ordem. 
 
Considerando 0)(E 2   na equação (2.164), ela pode ser escrita como: 
 
  
x
(i)f - x)i(f
 )i(f


           (2.165) 
 
A equação (2.165) é chamada de Diferença Finita de Avanço e pode ser visualizada pela 
Figura 2.11 como a derivada de uma função num ponto i. O nome Diferença Finita de Avanço 
deve-se ao fato de que a tangente no ponto x = i envolve o ponto x = i + x. 
 
Figura 2.11 - Representação geométrica da Diferença Finita de Avanço, [Cheung, 1999]. 
 
De forma semelhante, obtém-se, pela equação (2.163), a Diferença Finita de Retorno: 
 
  
x
x)-i( f - f(i)
 )i(f


            (2.166) 
i 
f(x) 
x xi 
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Analogamente, o nome Diferença Finita de Retorno deve-se ao fato de que a tangente no 
ponto x = i envolve o ponto x = i - x, como apresenta a Figura 2.12. 
 
Figura 2.12 - Representação geométrica da Diferença Finita de Retorno, [Cheung, 1999]. 
 
Somando as equações (2.162) e (2.163) e considerando 0)(E 3  , obtém-se a Diferença 
Finita Central: 
 
  
2x)(
x)(if(i)f2-x)(if
  (i)f


          (2.167) 
 
Analogamente, o nome Diferença Finita Central deve-se ao fato que a tangente no ponto i 
envolve o ponto x = i + x e o ponto x = i - x como pode-se observar na Figura 2.13. 
 
Figura 2.13 - Representação geométrica da Diferença Finita Central, [Cheung, 1999]. 
i 
f(x) 
x xi 
i 
f(x) 
x xi xi 
   
 
60 
Seja, agora, uma função contínua de duas variáveis )t,x(Ty  , a expansão em série de 
Taylor dessa função para xix   e tjt  , ou seja, para x próximo de i e t próximo de j, é 
a função definida por: 
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onde 
x
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, desde que o limite exista, é a derivada parcial de 1ª ordem 
da função )t,x(Ty   em relação a x. 
 
Usando-se o mesmo procedimento feito para a função de uma variável )x(fy   para a 
função )t,x(Ty   para x próximo de i, ou seja, em x = i + x e x = i - x, onde (i, t) é um ponto 
qualquer do domínio da função, obtém-se: 
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Diferença Finita de Retorno 
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Diferença Finita Central 
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Observe que a aproximação para 
t
T


 por diferença finita de avanço num ponto (i, j) 
qualquer do domínio da função é: 
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2.5.2.3 Método de Diferenças Finitas: Modo Explícito 
 
Substituindo as equações (2.170) e (2.171) na equação (2.156), a forma da equação de 
diferenças finitas para um nó i é: 
 
  
2
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n
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n
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i
)x(
 T T2- T
k  
t
T - T
c


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
 

        (2.172) 
 
Pode-se observar que essa equação é válida para uma única fase, ou seja, líquida ou sólida, 
uma vez que k (condutividade térmica) é constante. No caso da zona pastosa onde ocorre a 
mistura de sólido e líquido e k varia em função da fração sólida, deve-se fazer o balanço de 
energia. 
 
Pela lei da conservação de energia, tem-se que a energia acumulada no elemento de volume 
é igual ao somatório dos fluxos de calor em sua direção mais a energia gerada, ou seja: 
 
    energia de acúmulo  gerado calorfluxos  
 
Na Figura 2.14 pode ser observado o volume de controle de um elemento i qualquer do 
interior da malha. 
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Figura 2.14 – Representação do elemento i de um volume de controle para um sistema 
unidirecional 
 
Pelo balanço de energia no elemento i da Figura 2.14, obtém-se: 
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onde yxA   e zyxV  . 
 
Considerando a malha regular, isto é, zyx  , e aplicando as equações de diferenças 
finitas, equações (2.168), (2.169) e (2.171), às derivadas da equação (2.173) obtém-se: 
 
    ninin1i)1i(eqnin1i)1i(eq2
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      (2.174) 
 
onde o índice i representa a localização do elemento na malha de diferenças finitas, 1n   é o 
instante em que o tempetatura nodal está sendo calculada e keq é a condutividade térmica 
equivalente de um elemento i e seu adjacente, dada por: 
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i1i
i1i
)1i(eq
kk
kk2
k





 .           (2.176) 
 
Pode-se observar que a equação (2.174) é válida para todos os pontos interiores à malha, ou 
seja, para 1mi1  , pois por uma simples manipulação algébrica, pode-se observar que keq 
reduz-se a kL se o elemento nodal e seus adjacentes estiverem na fase líquida e reduz-se a kS
 
se o 
mesmo e seus adjacentes estiverem na fase sólida. O pseudo-calor específico (c´) reduz-se para cL 
quando o elemento está na fase líquida e para cS quando o elemento está na fase sólida. Desta 
forma, as equações (2.172) e (2.174) são iguais, se o elemento nodal estiver na fase líquida ou na 
fase sólida e adicionalmente, a equação (2.174) abrange o caso da liga estar na zona pastosa. 
 
 
2.5.4 - Condições de Contorno 
 
São duas as condições de contorno envolvidas nesse modelo de solidificação. Essas 
condições de contorno ocorrem nos elementos nodais da fronteira da malha unidirecional, ou 
seja, em 0i   e em mi  .  
 
No aparato de solidificação unidirecional ascendente a parte superior do molde é isolada, 
Figura 2.1, assim no elemento mi  só há troca de energia com o nó 1mi  . Desta forma, pelo 
elemento de volume da Figura 2.15, o balanço de energia neste elemento é: 
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Para melhorar a precisão do método numérico, os elementos nodais de fronteira são 
considerados com a metade do tamanho dos nós interiores a malha, isto é, em 0i   e em mi   
tem-se 2)x(A   e 
2
)x(
V
3
 . 
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Figura 2.15 – Representação do nó m de um volume de controle para um sistema 
unidirecional 
 
Escrevendo a equação (2.177) em termos de diferenças finitas, ou seja, substituindo (2.169) 
e (2.171) em (2.177) tem-se: 
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O aparato de solidificação simulado foi projetado de tal modo que a extração de calor é 
realizada somente pela parte inferior refrigerada a água, promovendo solidificação direcional 
vertical. O uso desta configuração experimental permite minimizar a convecção natural, bem 
como a convecção de soluto devido a correntes convectivas se o soluto rejeitado induzir uma 
massa específica do líquido interdendrítico maior do que a do volume global da liga fundida.  
 
A parte inferior do molde em contato com o metal apresenta uma interface caracterizada 
pelo coeficiente de transferência de calor metal/molde. Este coeficiente de transferência de calor 
representa um coeficiente de transferência de calor global, gh , que compreende todas as 
resistências térmicas entre o metal em solidificação e a água de refrigeração. A existência deste 
coeficiente de transferência de calor demanda a formulação de uma condição de contorno para 
0i  . A malha de diferenças finitas é representada pela Figura 2.16: 
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Figura 2.16 – Representação do nó zero para o sistema unidirecional. 
 
Portanto, o balanço de energia da nova condição de contorno é dado por:  
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que pode ser rescrita na forma de diferenças finitas como: 
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Rearranjando-se a equação (2.180) tem-se: 
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As equações (2.174), (2.178) e (2.181) são explícitas porque as temperaturas nodais são 
determinadas somente se os valores das temperaturas nodais anteriores são conhecidos. Neste 
sentido, a temperatura em cada nó deve ser conhecida em t = 0 pelas condições iniciais, e os 
cálculos iniciam-se em t = t, isto é, n = 1. Determinadas as temperaturas em t = t, segue-se o 
Interface Metal/Molde 
0 
a 
x
2
x
Fluxo de calor 
1 i 
m-1 
m 
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cálculo em t = 2. t, isto é n = 2, para cada nó. Assim, a distribuição da temperatura no regime 
transitório é obtida para cada intervalo t. 
O valor de t não pode ser escolhido arbitrariamente, pois é preciso verificar o critério de 
estabilidade, específico ao método explícito [Incropera, 1990], que é: 
 
  
 
a 2
x
  t
2

             (2.182) 
 
onde a é a difusividade térmica. 
 
 
2.5.5 Método de Dusinberre  
 
Com a evolução da solidificação de uma liga hipoeutética e em condições tais que o soluto 
rejeitado é homogeneamente incorporado ao líquido remanescente, haverá um instante da 
solidificação em que esse líquido remanescente atingirá a composição eutética. Quando isso 
ocorrer e a temperatura atingir a temperatura eutética, todo esse líquido remanescente solidifica-
se como uma liga eutética. Esse fenômeno não pode ser mais caracterizado pelos modelos de 
microssegregação sendo descrito então pelo método de Dusinberre. 
 
Para o Método de Dusinberre define-se uma constante (), que controla o avanço da 
interface sólido/líquido. Esta constante é dada por: 
 
  
c
L
                (2.183) 
 
onde L é o calor latente e c é o calor específico. 
 
Fisicamente,  significa a variação de temperatura do material necessária para eliminar uma 
quantidade de calor latente. O procedimento adotado para o cálculo é o de utilizar as equações 
   
 
67 
desenvolvidas anteriormente para o cálculo das temperaturas, para cada incremento de tempo t, 
quando a temperatura do material em uma malha i, 1nT  , atinge um valor abaixo da temperatura 
eutética Teut calcula-se, a diferença entre eutT  e 
1nT   e, esta é armazenada numa variável auxiliar 
de cálculo. Redefine-se então, o valor da temperatura calculada como sendo a temperatura 
eutética e continua-se o cálculo para o instante seguinte. Para cada intervalo de tempo t 
decorrido, as diferenças entre eutT  e 
1nT   vão sendo somadas até que a variável atinja um valor 
superior ou igual ao valor de . Enquanto esta condição não ocorre, o elemento da malha 
permanece na temperatura eutética. Satisfazendo-se a condição, ocorre a solidificação do 
elemento em análise e o procedimento de cálculo de resfriamento do elemento prossegue 
normalmente e a mesma seqüência de cálculos para o elemento de malha seguinte (i+1) em 
solidificação é feita até que se complete a solidificação do volume considerado. A Figura 2.17 
mostra esquematicamente como funciona o método. 
 
Figura 2.17 - Esquema do funcionamento do Método de Dusinberre para o fenômeno da 
solidificação, [Cheung, 1999]. 
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2.5.6 Velocidade de deslocamento da isoterma liquidus (vL) 
 
Através do método numérico pode-se calcular a velocidade de deslocamento da isoterma 
liquidus (vL). Sabe-se que 
dt
dP
vL  , onde P é a posição da isoterma liquidus e t é o tempo. No 
modelo a função )t(fP   é encontrada da seguinte forma: para cada elemento i da malha 
verifica-se quando liq
1n
i TT 
  pela primeira vez e então os valores da posição e do tempo são 
armazenados gerando a função )t(fP  . De posse desta função basta calcular sua derivada 
obtendo vL. 
 
 
2.5.7 Taxa de Resfriamento ( T ) 
 
Sabe-se que a taxa de resfriamento da isoterma liquidus, T , é definida por 
dt
dT
T  . No 
modelo numérico a taxa de resfriamento é calculada do seguinte modo: para cada elemento i da 
malha é verificado quando liq
1n
i TT 
  pela primeira vez e então calcula-se 
t
TT
T
n
i
1n
i
i




 . Os 
valores da taxa de resfriamento e do tempo são armazenados gerando a função )t(fT  . 
 
 
2.5.8 Gradiente Térmico ( G ) 
 
Sabe-se que o gradiente térmico, G , é definido por 
dx
dT
G  . No modelo numérico o 
gradiente térmico é calculado da seguinte forma: para cada elemento i da malha calcula-se 
x
TT
G
n
1i
n
i
i


  . Os valores do gradiente e do tempo são armazenados gerando a função )t(fG 
. 
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O método numérico descrito foi inicialmente desenvolvido por Spim [Spim, 1996], e 
aprimorado por Cheung [Cheung, 1999] e a partir daí vem sendo amplamente usado e 
aperfeiçoado pelos pesquisadores no GPS. Podemos destacar sua utilização nos trabalhos 
realizados por Peres [Peres, 2005], Rosa [Rosa, 2006], Boeira [Boeira, 2006], Spinelli [Spinelli, 
2005], Cruz [Cruz, 2008], Canté [Canté, 2009], Goulart [Goulart, 2010] tanto para calcular o 
coeficiente de transferência de calor metal/molde, como a velocidade da isoterma liquidus, a taxa 
de resfriamento e o gradiente térmico e, também é amplamente utilizado para simular os perfis 
térmicos para diferentes sistemas de ligas como variadas condições de solidificação. 
 
No Apêndice F encontra-se o fluxograma do programa computacional do método numérico 
proposto por Cheung [Cheung, 1999] e no Apêndice G encontra-se o fluxograma do método 
numérico proposto neste trabalho que leva em conta os resultados obtidos com as microanálises 
da microssegregação, ou seja, a fração sólida é determinada ao longo do lingote e k  é 
substituído por efk . Neste método de solução a fração sólida é calculada pela equação de Clyne-
Kurz. Para ambos os programas computacionais, também nos respectivos apêndices há gráficos 
de alguns resultados que podem ser obtidos com os mesmos. 
 
 
2.6 Modelo híbrido para a solidificação de ligas binárias 
 
Neste trabalho propõem-se um método híbrido de solução para o processo de solidificação 
unidirecional vertical ascendente que é uma mescla do modelo analítico com o modelo numérico 
descritos anteriormente. 
 
Conforme pode-se observar no modelo analítico proposto por Garcia [Garcia, 1981] a 
liberação do calor latente na zona pastosa é feita através de um ajuste no calor específico, 
equação (2.20). Já no modelo numérico proposto por Cheung [Cheung, 1999] o calor latente está 
relacionado com a fração sólida, cuja liberação é controlada pela taxa 
T
fS


 conforme mostrada na 
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equação (2.157) do pseudo-calor específico. Por esse motivo no modelo híbrido na zona postosa 
é usado o procedimento do modelo numérico para a liberação do calor latente. 
 
Na Fiigura 2.18 encontra-se um esquema do modelo híbrido proposto. 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 2.18 - Esquema do modelo híbrido. 
 
Assim como os dois modelos anteriores, este modelo calcula o perfil de temperaturas em 
qualquer ponto em qualquer fase, sólida, líquida ou zona pastosa, ao longo do tempo e, também, a 
velocidade da isoterma liquidus e a taxa de resfriamento. 
 
Neste modelo:  
 
- Uma malha divide o meio físico em regiões atribuindo a cada uma delas o ponto nodal, 
conforme pode ser observado na Figura 2.19. 
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- O deslocamento da isoterma liquidus LS é calculado pelo modelo analítico e o 
deslocamento da isoterma solidus SS  pelo modelo numérico. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 2.19 - Malha do modelo híbrido. 
 
- A densidade, a condutividade térmica e o calor específico são calculados por: 
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- O perfil térmico do elemento genérico i no metal líquido é calculado pela equação (2.71), 
ou seja, 
 
  
 
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onde xi   é o comprimento da zona líquida, como pode ser observado na Figura 2.20  
 
Figura 2.20 - Tamanho do elemento i da malha 
 
- O perfil térmico abrangendo os elementos genéricos i na zona pastosa é calculado pela 
equação do modelo numérico (2.174), (2.178) ou (2.181), ou seja, 
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- O perfil térmico abrangendo os elementos genéricos i no metal sólido é calculado pelo 
modelo analítico, equação (2.114), ou seja, 
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A velocidade da isoterma liquidus e a taxa de resfriamento são calculadas pelo modelo 
numérico. 
 
 
No Apêndice H encontra-se o fluxograma deste método de solução assim como alguns dos 
gráficos que podem ser obtidos por este método de solução. 
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Capítulo 3 
 
 
Fatores de Influência na Análise Numérica 
 
 
3.1 Propriedades termofísicas e intervalo de solidificação 
 
 
3.1.1 Propriedades termofísicas 
 
A confiabilidade dos resultados apresentados pela modelagem matemática e simulação 
numérica da solidificação é muito dependente dos valores das grandezas físicas e propriedades 
termofísicas que estão presentes na equação de condução de calor definida no capítulo (2), 
equação (2.1). 
 
Desta forma, simulações de alta qualidade requerem informações precisas sobre 
propriedades termofísicas durante a solidificação. Assim essas propriedades são dados 
fundamentais para se obter uma simulação confiável [Ashby, 1992]. 
 
O ideal, nas simulações, é que essas propriedades sejam variáveis com o tempo, mas devido 
ao fato de que o número de ligas para as quais tais informações estão disponíveis é limitado, 
principalmente devido a dificuldade destas serem determinadas experimentalmente durante o 
processo de fundição/solidificação [Guo, et al., 2005] é prática usual adotar tais propriedades 
constantes em cada fase. 
 
A seguir serão apresentadas as principais grandezas físicas e propriedades termofísicas 
utilizadas nas simulações: 
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Densidade ou massa específica (ρ) ( 3m/kg ) 
A densidade de um corpo é o inverso do volume específico, ou seja, é a massa média por 
unidade de volume, referida a um elemento de volume fisicamente infinitesimal: 
 
  
dV
dm
                 (3.1) 
 
onde dV é o volume de um elemento de volume, fisicamente infinitesimal, de massa dm. 
 
 
Capacidade calorífica: (C) (J/kg) 
A capacidade calorífica de um sistema é quantidade de calor Q  trocada entre o sistema e 
o meio quando o sistema sofre uma variação de temperatura dT, ou seja; 
 
  
dT
Q
C

                 (3.2) 
 
 
Calor específico (c) ( )Kkg/(J  )  
O calor específico de uma substância é a quantidade de calor necessária para elevar de 1 
kelvin a temperatura de uma massa de 1 kg dessa substância, ou seja: 
 
dT
Q
m
1
m
C
c

                (3.3) 
 
 
Entalpia (H) (J) 
A entalpia representa a quantidade de calor absorvido ou liberado quando um sistema passa 
de em estado de equilíbrio para outro. A entalpia por unidade de massa é chamada de entalpia 
específica (h) e é dada em J/kg, assim:  
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m
H
h                   (3.4) 
 
 
Calor latente (L) ( kg/kJ )  
O calor latente é a diferença entre as entalpias específicas de duas fases. Portanto o calor 
latente de fusão (L) é o calor absorvido pelo sistema por unidade de massa durante a 
transformação de sólido em líquido e é dado por: 
 
  SL hhL                  (3.5) 
 
onde Lh  e Sh  são, respectivamente, a entalpia específica das fases líquida e sólida. 
 
 
Condutividade térmica (k) ( )Km/(W  ) 
A condutividade térmica é um parâmetro que caracteriza a habilidade de um material em 
conduzir calor quando sujeito a um gradiente de temperatura. Materiais com alta condutividade 
térmica conduzem calor de forma mais rápida que os materiais com baixa condutividade. 
 
 
Difusividade térmica (a) ( s/m
2
) 
A difusividade térmica é uma propriedade que dá uma indicação da taxa por meio da qual 
uma distribuição de temperaturas não uniforme aproxima-se de condições de equilíbrio e é dada 
por: 
  
c
k
a

                 (3.6) 
 
onde k é a condutividade térmica,  é a densidade e c é o calor específico. 
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Difusividade de calor (b) ( KmsW 2 ) 
A difusividade de calor indica a capacidade de absorção de calor pelo material e é dada por: 
 
   ckb                 (3.7) 
 
No caso da solidificação é importante avaliar a relação entre as difusividades de calor do 
material a ser solidificado e do material do molde, designada por um parâmetro material/molde 
(M) dado por: 
 
  
mmm
sss
m
s
dck
dck
b
b
M


                (3.8) 
 
onde sk  e mk , s  e m  e, sc  e mc , são respectivamente, a condutividade térmica,   a 
densidade e c o calor específico da fase sólida e do metal do molde. 
 
 
Módulo de Biot (Bi) (adimensional) 
O módulo de Biot é um parâmetro que dá a indicação da intensidade relativa de 
resfriamento entre condução no interior do sólido e transferência newtoniana na interface 
material/molde, sendo dado por: 
 
  S
k
h
Bi i                  (3.9) 
 
onde hi é o coeficiente de transferência de calor metal/molde e S é a espessura solidificada. 
 
Um valor baixo do módulo de Biot indica que a resistência interna de condução é 
desprezível em comparação com a resistência newtoniana, e conseqüentemente a solidificação é 
controlada pela troca térmica na interface material/molde. 
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Módulo de Fourier (Fo) (adimensional) 
O módulo de Fourier é um parâmetro que compara uma dimensão característica do sólido, 
no caso a espessura solidificada S, com a profundidade de penetração dos efeitos térmicos em um 
determinado tempo (t) sendo dado por: 
 
  
2o S
ta
F

                (3.10) 
 
onde t é o tempo e S é a espessura solidificada. 
 
 
3.1.2 - Intervalo de solidificação da liga 
 
Na maioria das situações práticas de solidificação ao invés de elementos puros, são 
utilizadas misturas de dois ou mais componentes na forma de ligas, o que permite ampliar o 
espectro de características físicas e mecânicas disponibilizando um elenco de opções mais amplo 
na seleção de materiais. Nessas condições é necessário considerar o equivalente do ponto de 
fusão para uma liga. Essa consideração deve envolver não somente a composição química 
específica de cada liga e as consequentes condições termodinâmicas refletidas pelos diagramas de 
fases, bem como as condições em que a solidificação se realiza; em equilíbrio ou fora dele. Para 
uma primeira análise, pode-se considerar a solidificação em condições de equilíbrio de uma liga 
binária monofásica, com o início da solidificação ocorrendo à temperatura liquidus ,Tliq, 
completando-se à temperatura solidus, Tsol, ambas indicadas no diagrama de equilíbrio 
correspondente. A Figura 3.1 ilustra a curva de resfriamento que corresponde a essa situação. 
Nesse caso, o calor latente não é liberado a uma única temperatura, mas ao longo do intervalo de 
solidificação, TSL = Tliq – Tsol. A entalpia da liga durante a solidificação é dada por: 
 
  LLSS fHfHH         (3.11) 
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onde: HS e HL é a entalpia do sólido (S) e do líquido (L) e, fS e fL são as frações de sólido e 
líquido, respectivamente. 
 
A entalpia pode também ser explicitada na forma: 
 
  SL fLHH           (3.12) 
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Figura 3.1 – Resfriamento de uma liga monofásica a partir do estado líquido e em 
condições de equilíbrio, [Garcia, 2007] 
 
 
A Figura 3.2 mostra qualitativamente a evolução da temperatura durante o intervalo de 
solidificação, bem como a variação da entalpia durante o resfriamento a partir do estado líquido.  
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Figura 3.2 – Evolução da fração sólida (fs) com a temperatura e a entalpia a partir do estado 
líquido (A) e (B) liga monofásica; (C) e (D) liga que apresenta composição eutética no final da 
solidificação, [Garcia, 2007]. 
 
 
O intervalo de solidificação assim como a difusividade térmica da liga e do molde, dentre 
outros, influenciam na microestrutura formada. A determinação dos efeitos dessas condições de 
solidificação sobre a microestrutura consiste na medida dos espaçamentos celulares ou 
dendríticos, ou seja, a distância entre as células ( C ) ou braços dendríticos primários ( 1 ), 
secundários ( 2 ) ou de maior ordem. As definições desses parâmetros pode ser melhor 
compreendida através do esquema da Figura 3.3(A), e da microestrutura da Figura 3.3 (B). 
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(A) 
 
 
(B) 
Figura 3.3 – (A) Representação dos espaçamentos dendríticos primários, secundários e 
terciários, [Garcia, 2007] e (B) microestrutura dendrítica de uma amostra de Al-23%Cu. 
 
Outro importante parâmetro microestrutural em estruturas dendríticas consiste no 
comprimento da dendrita (Ld) no sentido de seu eixo de crescimento (ramificação primária), e 
que pode ser calculado de forma aproximada por, [Garcia, 2007]: 
 
  
M
solliq
d
G
TT
L

              (3.13) 
 
onde Tliq é a temperatura liquidus da liga , Tsol é a temperatura solidus de não-equilíbrio ou da 
raiz da dendrita e GM um gradiente térmico médio no intervalo de solidificação. Como na maioria 
das condições práticas de solidificação o superesfriamento térmico na ponta da dendrita é 
bastante pequeno, sua temperatura pode ser aproximada por Tliq. A equação (3.13) mostra 
claramente a dependência do comprimento da ramificação dendrítica principal com o intervalo de 
solidificação, conforme ilustra o esquema da Figura 3.4 (B), ou seja, para maiores intervalos de 
solidificação tem-se dendritas de maior comprimento. Por outro lado essa mesma equação mostra 
que para ligas de igual intervalo de solidificação, o comprimento da ramificação dendrítica é 
influenciado somente pelo gradiente térmico GM, que por sua vez sofre forte influência da 
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difusividade térmica da liga e da difusividade de calor do molde. Uma elevada difusividade de 
calor do molde provocará gradientes de maior inclinação e consequentemente menores valores de 
Ld, conforme mostra o esquema da Figura 3.4 (A). Quanto à difusividade térmica da liga, quanto 
maior essa característica, menores serão os gradientes térmicos, provocando maiores 
comprimentos da ramificação dendrítica primária conforme ilustra a Figura 3.4 (C). Ramificações 
dendríticas mais longas são mais susceptíveis de ruptura durante o processo e podem influenciar 
a microestrutura final de solidificação. 
 
Figura 3.4 – Fatores de influência no comprimento da ramificação dendrítica: (A) 
difusividade de calor do molde (B) intervalo de solidificação, e (C) difusividade térmica da liga, 
[Garica, 2007]. 
(A)
(B)
(C)
liquidus
liquidus
liquidusliquidus
liquidusliquidus
solidussolidus
solidus
solidus
solidus solidus
Alta difusividade de calor no molde Baixa difusividade de calor no molde
Pequeno intervalo de solidificação Grande intervalo de solidificação
Liga de baixa difusividade térmica Liga de alta difusividade térmica
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3.2 Coeficiente de transferência de calor  
 
 
3.2.1 Interface metal/molde 
 
Uma vez que o processo de solidificação se inicia com o material no estado líquido, o 
mesmo necessita de um recipiente que gere a geometria desejada, e que ao mesmo tempo retire o 
calor liberado pela transformação líquido/sólido. Este metal ao entrar em contato com as paredes 
do recipiente (molde) provoca um fenômeno de resistência de contato, conhecido como 
resistência newtoniana, que é decorrente de vários fatores tais como: a afinidade físico-química 
entre material do molde e material a ser solidificado e contração do metal/expansão do molde. 
 
O contato na fronteira metal/molde não é perfeito, uma vez que a usinagem de acabamento 
gera uma microgeometria, que propicia o surgimento de rugosidades (descontinuidades nas 
regiões de contato físico metal/molde), e conseqüentemente o molhamento pelo metal líquido na 
parede interna do molde não é perfeito. Em trabalho recente Dias [Dias, 2009] fez um estudo 
sobre diversos tipos de rugosidades e sua influência no coeficiente de transferência de calor 
metal/molde e concluiu que os coeficientes globais de transferência de calor (hg), determinados 
para as ligas eutéticas Sn-Pb, Sn-Ag e Sn-Cu, apresentaram valores mais elevados nos instantes 
iniciais para o caso de solidificação em chapa molde lixada devido à melhor molhabilidade para a 
superfície com acabamento de menor rugosidade. 
 
O uso de lubrificantes para facilitar a desmoldagem, proporciona a formação de uma 
película de separação entre metal e molde; e finalmente, a contração (para materiais que contraem 
ao solidificar-se) durante a solidificação provoca uma separação entre o molde e metal 
solidificado (gap). Todas as condições impostas por estes fenômenos localizados na interface 
metal/molde provocam transferência de calor por condução pelos pontos de contato e através dos 
gases aprisionados nos espaços criados pela rugosidade, e tanto por convecção como por 
radiação, entre as duas superfícies separadas.  
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Portanto, a perda de calor inicial, quando o metal entra em contato com o molde, não é 
somente regulada pela capacidade térmica de armazenamento do material do molde, mas também 
pelas condições de transferência de calor dentro do metal, e particularmente na interface 
metal/molde. As partículas sólidas encontram-se somente em contato em pontos isolados e a área 
real de contato é somente uma pequena fração da área nominal, conforme apresentado na Figura 
3.5. 
 
 
Figura 3.5 - Fluxo de calor através da interface metal/molde, [Spinelli, 2000]. 
 
Parte do fluxo de calor segue os caminhos de contato real, todavia o remanescente deve ser 
transmitido por meios intersticiais gasosos e não-gasosos entre as rugosidades da superfície. Os 
interstícios são limitados no tamanho e desta forma a convecção pode ser desprezada. Se as 
diferenças de temperaturas não são extremas, a radiação não é tão significativa e, por 
conseguinte, a maior parte da energia fluirá por condução através da área real de contato físico. 
 
O fluxo de calor através da interface metal/molde, conforme apresentado esquematicamente 
na Figura 3.5, pode ser caracterizado por um coeficiente médio macroscópico de transferência de 
calor da interface metal/molde ih , dado por: 
 
)TT(A
q
h
IMIC
i

              (3.14) 
   
 
85 
onde q é o fluxo de calor global através da interface, TIC e TIM são, respectivamente, as 
temperaturas superficiais do lingote e do molde e A é a área.  
 
O fluxo de calor através da interface metal/molde é caracterizado pela equação (3.14) e, hi 
pode ser determinado desde que todos os outros termos da equação, ou seja, q, TIC e TIM, sejam 
conhecidos. No entanto, estas temperaturas são difíceis de medir, pois a localização exata de 
termopares na interface não é uma tarefa fácil, assim, eles podem distorcer o campo de 
temperatura na interface. Para superar este obstáculo experimental, os métodos de cálculo de hi 
existentes na literatura são baseados no conhecimento de outras condições. 
 
Em moldes refrigerados a água, o fluxo de calor global é afetado por uma série de 
resistências térmicas, conforme apresentado na Figura 3.6. 
Figura 3.6 - Resistências térmicas na interface metal/molde em molde refrigerado,    
[Santos et al., 2001]. 
 
A resistência interfacial entre as superfícies do lingote e do molde são geralmente as 
maiores, e a resistência térmica global 
gh
1
 é expressa por: 
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iWg h
1
k
e
h
1
h
1
 ,             (3.15) 
 
em que gh  é o coeficiente global de transmissão de calor entre a superfície do lingote e o fluido 
refrigerante; e é a espessura da base do molde, e finalmente Wh  é o coeficiente de transmissão de 
calor molde/fluido de refrigeração. O fluxo de calor médio da superfície do lingote até a água que 
refrigera o sistema é então dado por:  
 
)TT(hq 0ICg  ,             (3.16) 
 
em que 0T  é a temperatura da água. 
 
A disponibilidade de valores de ih  na literatura é relativamente escassa, e as características 
de alta diversidade dos sistemas metal/molde implicam na necessidade do desenvolvimento de 
metodologias para sua determinação. Podem-se mencionar quatro metodologias de determinação 
de ih , que individualmente estão apoiadas em diferentes abordagens do processo básico da 
solidificação tanto de metais como de ligas metálicas binárias, a saber: 
 
 Cinética de solidificação unidirecional controlada; 
 Medidas de parâmetros da microestrutura de solidificação; 
 Medida de temperatura e vazão em moldes refrigerados; 
 Confronto de perfis térmicos teóricos/experimentais. 
 
 
3.2.1.1 Determinação de hi através da cinética da solidificação unidirecional  
 
Como a velocidade do processo de solidificação depende, principalmente, na fase inicial do 
processo, da resistência térmica metal/molde é de se esperar que resultados experimentais da 
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cinética do processo possam ser utilizados na determinação de hi. A primeira camada 
solidificada, quando o metal líquido encontra a parede fria do molde, é formada em condições 
típicas de solidificação dominada pela interface, o que permite que nesses instantes iniciais o 
balanço térmico que se segue possa descrever o fluxo de calor na interface metal/molde, em 
ausência de superaquecimento no metal líquido: 
 
  
dt
dS
 L)TT(h S0fi              (3.17) 
 
onde Tf é a temperatura de fusão do metal, T0 é a temperatura ambiente ou inicial do molde, L é o 
calor latente de fusão, s é a densidade do metal sólido, dS é a espessura infinitesimal de sólido 
formada e t é o tempo. 
 
A equação (3.17) pode ser reescrita como: 
 
  



)TT(h
 L
S
t
0fi
S             (3.18) 
 
Pela equação (3.18) pode ser observado que se os valores experimentais da cinética de 
solidificação forem colocados graficamente na forma (t/S) contra (S), a extrapolação para os 
instantes iniciais do processo permite determinar o valor de . Como esse parâmetro é 
dependente de ih  e de propriedades e temperaturas do sistema metal/molde que são conhecidas, a 
determinação de ih  é direta. Para condições de solidificação unidirecional a variação de (t/S) 
contra (S) se dá através de uma reta, o que torna a extrapolação mais precisa.  
 
Em seus trabalhos Garcia, Prates e Clyne [Garcia e Prates, 1978], [Garcia, Clyne e Prates, 
1979] utilizaram o hi médio em sistemas de solidificação unidirecional vertical ascendente, onde 
o contato térmico metal/molde apresentou pouca variação durante o processo. Esse método foi 
também utilizado de forma aproximada para a determinação de valores de hi na solidificação 
unidirecional de ligas Al-4,5%Cu e Al-15%Cu por Garcia e Clyne, [Garcia e Clyne, 1983]. 
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3.2.1.2 Determinação do coeficiente de transferência de calor metal/molde (hi) 
através de medidas dos EDS 
 
Uma maneira indireta de determinação do coeficiente de transferência de calor metal/molde 
consiste no levantamento metalográfico dos espaçamentos dendríticos secundários a partir da 
superfície da peça, e sua correlação com parâmetros térmicos da solidificação e leis de 
crescimento dendrítico. A partir de medidas experimentais de 2, modelos de crescimento 
dendrítico teóricos, ou experimentais, permitem a determinação de valores dos tempos locais de 
solidificação (tSL), que por sua vez permitem que hi seja determinado através da utilização de 
modelos analíticos ou numéricos de solidificação, de acordo com a seqüência esquemática 
mostrada na Figura 3.7.  
 
Figura 3.7 – Representação esquemática do procedimento de determinação dos coeficientes 
de transferência de calor metal/ molde (hi) a partir de valores do espaçamento dendrítico 
secundário (2), [Caram, 1995]. 
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A literatura mostra um exemplo de aplicação desse tipo de método na solidificação da liga 
Al-4,5%Cu em uma lingoteira de aço carbono. Os resultados indicaram um valor inicial  de 
hi=2500 W/m
2
K e que, após a completa formação do gap, cai para cerca de hi = 1000 W/m
2
K, 
[Caram,1995]. 
 
 
3.2.1.3 Determinação de hi através de medidas de temperaturas e vazão em moldes 
refrigerados 
 
A aplicação tecnológica mais importante de moldes refrigerados consiste no resfriamento 
primário do processo de lingotamento contínuo de metais. A caracterização de um coeficiente 
global de transferência de calor entre a superfície do metal e o meio de refrigeração (hg), é 
fundamental para que se possa analisar a evolução da solidificação nestes tipos de molde. No 
caso específico dos moldes refrigerados dos equipamentos de lingotamento contínuo de aços, 
esse coeficiente deve ser tal que permita na saída do molde que o lingote apresente uma camada 
sólida suficientemente espessa, de tal forma a apresentar resistência mecânica suficiente para 
suportar a pressão do metal líquido e as tensões mecânicas de extração do lingote. O coeficiente 
hg é um importante parâmetro de projeto, uma vez que é um indicador da quantidade de calor 
extraído pelo molde. A Figura 3.8 mostra uma representação esquemática de um molde 
refrigerado, contendo todas as resistências térmicas à passagem de calor até o fluido de 
refrigeração: R1 é a resistência térmica entre o fluido de refrigeração e a superfície externa do 
molde; R2 é a resistência que leva em consideração a espessura da parede do molde; R3 
representa a resistência do gap formado pela contração do metal e a resistência térmica R4, deve-
se à camada de lubrificante ou de escória entre o lingote e o molde. As resistências R3 e R4 são as 
mais significativas, mas de qualquer forma a dificuldade de avaliá-las independentemente, faz 
com que a determinação da resistência térmica global 


4
1i
ig RR  (ou de seu inverso hg) 
constitua sendo o procedimento mais adequado. 
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Figura 3.8 - Esquema ilustrativo do conjunto de resistências térmicas atuantes na 
solidificação em um molde refrigerado, [Garcia, 2007] 
 
Um balanço térmico permite que se estabeleça a seguinte relação: 
 
.
fffmfisTg m)TT(c)TT(Ah ES
           (3.19) 
 
onde: AT é a área de troca térmica, Tis é a temperatura da superfície do lingote, Tmf é a 
temperatura média do fluido de refrigeração, TfS é a temperatura do fluido na saída do circuito de 
refrigeração, TfE é a temperatura do fluido na entrada do circuito de refrigeração e, m  é a  vazão 
do fluido de refrigeração. 
 
As medidas experimentais de Tis, Tmf, m , TfS e TfE permitem a determinação de valores de 
)t(fh g   em qualquer sistema de fundição com molde refrigerado. No caso de lingotamento 
contínuo, a movimentação do lingote em relação ao molde impede a determinação experimental 
de TiS que deve, portanto ser obtido indiretamente através de modelos matemáticos de 
solidificação para então permitir a avaliação de hg. 
 
Algumas medidas experimentais de hg para a liga Al-4,5%Cu, em moldes estáticos de cobre 
refrigerados a água, revelaram uma variação nos valores máximos de hg entre 4500 W/m
2 
K e 
   
 
91 
3500 W/m
2 
K para a superfície interna do molde polida e gap preenchido, respectivamente, por 
hélio e ar, [Quaresma,1986]. 
 
 
3.2.1.4 Determinação de hi através do confronto teórico/experimental de perfis 
térmicos 
 
Uma forma indireta de determinação dos coeficientes de transferência de calor metal/molde 
consiste em mapear experimentalmente as temperaturas em determinados pontos do molde e do 
metal ao longo da solidificação e, posteriormente, confrontar os perfis de temperatura ou curvas 
de resfriamento experimentais com as curvas teóricas simuladas através de um modelo numérico 
de solidificação, que tenha sido prévia e devidamente aferido. A Figura 3.9 ilustra uma seqüência 
deste procedimento onde é mostrada a possibilidade da determinação tanto de valores médios de 
ih  quanto de valores variáveis com o tempo. Esse método de determinação de ih  em função da 
maior disponibilidade de ferramentas e de facilidades computacionais, é extremamente 
conveniente, principalmente quando se dispõe de um sistema de aquisição de dados para o 
monitorização experimental das temperaturas. 
 
Uma outra alternativa para esse método consiste na solução inversa da equação de 
condução de calor para regime transiente, ou seja, dados experimentais de evolução da 
temperatura monitorizados em alguns pontos do sistema metal/molde são utilizados como dados 
de entrada em modelos numéricos que se incumbem da determinação da condição de contorno na 
interface metal/molde, [Santos, et al., 2001]. 
 
Como a solidificação de um metal ou liga envolve mudança de fase e propriedades térmicas 
variáveis com a temperatura, o problema da solução inversa da equação da condução é não linear. 
A técnica de estimativa não-linear para a solução numérica deste problema tem vantagem sobre 
os demais procedimentos numéricos, pois o problema pode ser estudado do ponto de vista da 
eficácia do tratamento de dados experimentais, levando em conta imprecisões relativas à 
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localização dos termopares, erros na medição de temperatura e incerteza nas propriedades do 
material. 
 
Figura 3.9 - Ilustração esquemática do procedimento experimental de determinação de gh  
através do confronto de perfis térmicos experimentais e simulados, [Santos, 1997]. 
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Santos et al. [Santos, et al., 2001] usa a simulação numérica para resolver o problema e 
utiliza um procedimento que determina o valor de hi minimizando uma função objetivo definido 
pela equação: 
 
   


n
1i
2
expesti TT)h(F             (3.20) 
 
onde Test e Texp são, respectivamente, as temperaturas estimadas e medidas experimentalmente 
em várias localizações de termopares e em vários intervalos de tempo, e n é o número de 
interações. Um valor inicial de hi é assumido e com este valor, a temperatura de cada intervalo de 
tempo t  é simulada usando o método explícito de diferenças finitas. A correção de hi em cada 
iteração é feita por um valor de ih , e as novas temperaturas são calculadas por: 
 
  )hh(T iiest      ou     )hh(T iiest            (3.21) 
 
Com esses valores, é calculado, em cada iteração, o coeficiente de sensibilidade ( ), dado 
por: 
 
  
i
iiiest
h
)h(T)hh(T


             (3.22) 
 
A seqüência da solução envolve o cálculo dos coeficientes de sensibilidade para 
temperaturas medidas. O valor assumido de hi é calculado usando a relação: 
 
  iii h)anterior(h)novo(h             (3.23) 
 
O procedimento acima indicado é repetido até que: 
 
  01,0
h
h
i
i 

              (3.24) 
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O valor de hi em função do tempo é calculado em todo o intervalo de tempo. O fluxograma 
na Figura 3.10 mostra o processo de solução. 
 
Figura 3.10 – Fluxograma para o cálculo do coeficiente de transferência de calor 
metal/molde, [Santos et al., 2001] 
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Alguns autores Santos [Santos, 1997], Quaresma [Quaresma, 1997], Santos, et al. [Santos, 
et al. 2001], Spinelli [Spinelli, 2000], Rocha [Rocha, 2003], Peres [Peres, 2005], Goulart 
[Goulart, 2005], empregando a técnica do confronto de perfis térmicos teóricos/experimentais, 
apresentam como resultados de seus trabalhos valores de hi variáveis com o tempo, para várias 
ligas e condições de solidificação, com Tv constante. 
 
 
3.2.1.5 Desenvolvimento de uma expressão analítica para caracterizar a variação 
temporal de hi 
 
Uma expressão analítica que permite caracterizar a variação temporal de ih  foi 
desenvolvida em trabalho recente Cheung et al. [Cheung et al., 2009-A], a partir do balanço de 
energia realizado na interface molde/água ou na interface metal/molde em sistema de moldes 
refrigerados a água: 
 
  Th
x
T
k i 


              (3.25) 
 
onde ΔT = Tmolde - T∞, se considerada interface molde/água, T = Tmetal-Tmolde se considerada 
interface metal/molde, Tmolde é a temperatura do molde, T é a temperatura da água de 
refrigeração. 
 
Usando a equação (3.25) para o caso da interface molde/água, obtém-se:  
 
   


 TTh
x
T
k moldei
molde            (3.26) 
 
A integração da equação (3.26) no espaço resulta em: 
 
   
 mf
i xx
k
h
mfmolde eTTTT

             (3.27) 
 
onde Tmf  é a temperatura da parede do molde, xmf  é a posição na parede do molde. 
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Portanto, quando x assume o valor da posição na interface (parede do molde), a temperatura 
Tmolde representa a temperatura da interface do lado do molde. Derivando a equação (3.27) com 
relação à coordenada x e substituindo na equação fundamental de condução de calor, equação 
(2.3), chega-se a: 
 
   
 mf
i xx
k
h
2
2
i
mf
mf e
k
h
TTk
dt
dT
c

           (3.28) 
 
Rearranjando a equação (3.28): 
 
  
 
 
 
dteTT
kc
h
dT
mf
i xx
k
h
mf
molde
2
i
mf

 

          (3.29) 
 
Integrando a equação (3.29) em relação ao tempo, obtém-se: 
 
  
 
t
kc
h
TT
TT
ln
molde
2
i
0tmf
mf 













           (3.30) 
 
Isolando hi obtém-se:  
 
    2
12
1
0tmf
mf
moldei t
TT
TT
lnkch


 


















          (3.31) 
 
onde 
0tmf
T   
é a temperatura inicial da interface do lado do molde. 
 
Semelhantemente, para o caso da interface metal/molde a expressão é: 
 
    2
12
1
0tmef
mef
metali t
TT
TT
lnkch


 


















          (3.32) 
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onde Tmef  é a temperatura da superfície do lingote. 
 
As equações (3.31) e (3.32) sugerem que a equação que descreve hi é da forma:  
 
  mi tah
               (3.33) 
 
onde a e m são constantes. 
 
Utilizando a equação (3.29) para o caso da interface metal/molde: 
 
  
 
 
dte
kc
ta
TT
dT mefxx
k
mta
metal
m22
mfmef
mef







         (3.34) 
 
onde xmef  é a posição na superfície do lingote. 
 
Na interface metal/molde (x = xmef), tem-se: 
 
  
 
dt
kc
ta
TT
dT
metal
m22
mfmef
mef 





           (3.35) 
 
Integrando a equação (3.35), obtém-se: 
 
  
   
1m2
metal
2
mf0tmef
mfmef t
kc1m2
a
TT
TT
ln 


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










        (3.36) 
 
Portanto, a temperatura na superfície do lingote em função do tempo é: 
 
       
1m2
metal
2
t
kc1m2
a
mf0tmefmfmef
eTTTT


           (3.37) 
   
 
98 
Se 
0tmef
T   > Tmf  e m < 0,5, a temperatura da superfície do lingote diminui o seu valor 
inicial até a temperatura da superfície do molde (tempo tendendo a infinito). Entretanto, se 
0tmef
T   > Tmf e m > 0,5, a temperatura para superfície do lingote não é igual ao seu valor inicial 
mesmo quanto t = 0. Assim, isto sugere que somente valores m < 0,5 são permitidos.  
 
Portanto, o comportamento do coeficiente de transferência de calor metal/molde é traduzido 
por uma curva exponencial decrescente ao longo do tempo (t), equação (3.33), comportamento 
este influenciado pela evolução da formação do gap ao longo da solidificação. A expressão do 
decaimento exponencial para hi foi comprovada experimentalmente para o caso de solidificação 
de ligas binárias de diversos sistemas metálicos, durante todos esses anos em que essa técnica é 
utilizada e se encontram sintetizados em trabalho recente Cheung et al. [Cheung et al., 2009-B]. 
 
 
3.2.1.6 Influência do perfil inicial de temperaturas no líquido (Tv) na determinação 
de hi 
 
Em situações práticas de lingotamento e fundição, é comum o emprego de uma temperatura 
constante para a definição de temperatura do metal líquido no início da solidificação. Além disto, 
denota-se o superaquecimento, como sendo a diferença entre essa temperatura inicial e a 
temperatura liquidus da liga (ou temperatura de fusão para o caso de um componente puro). No 
entanto, medições de temperaturas no líquido nos instantes iniciais de experimentos de 
solidificação, mostraram que, na verdade, ocorre a formação de um perfil térmico no líquido que 
se comporta de acordo com uma parábola, conforme a equação abaixo [Ferreira et al., 2005]: 
 
    cPbPaPT 2v  , XP0            (3.38) 
 
onde a, b e c são constantes, a > 0, P é a posição no sentido longitudinal do lingote a partir da 
superfície de extração de calor e X é o tamanho do lingote. 
 
   
 
99 
Em Ferreira et al. [Ferreira et al., 2005], os autores constataram que a simples adoção de 
um único valor de temperatura para o líquido, ao invés do real perfil térmico inicial do líquido, 
faz com que o perfil de hi seja significativamente superestimado, para várias ligas do sistema 
binário. Os autores também constataram que a sobreposição dos coeficientes de transferência de 
calor para os casos experimentais estudados determina os comportamentos comparativos de hi e 
notaram que há uma tendência de diminuição de hi com o teor de soluto de ligas do sistemas Al-
Cu, entretanto, esse fato não pode ser encarado como um comportamento geral para ligas binárias 
já que hi depende da molhabilidade da liga sobre a superfície do molde, que depende de cada 
sistema metálico e que mesmo no caso das ligas Al-Cu pode mudar de tendência com o 
crescimento do teor de soluto em direção à composição eutética.   
 
A partir de 2005, vários autores passaram a adotar o perfil térmico inicial parabólico no 
líquido Boeira [Boeira, 2006], Rosa [Rosa, 2007], Canté [Canté, 2009], Cheung et al [Cheung et 
al., 2009-A], Cheung et al [Cheung et al., 2009-B], Goulart [Goulart, 2010], cujos resultados 
reforçam as conclusões acima.  
 
 
3.2.2 Interface molde/ambiente 
 
Na maioria das abordagens analíticas da solidificação é comum tratar-se o molde como 
sendo semi-infinito, ou seja, a temperatura da superfície externa do mesmo não apresenta 
variação durante todo o processo de solidificação, mantendo-se em equilíbrio com a temperatura 
ambiente. Porém na prática isto raramente acontece, já que a temperatura externa da parede do 
molde aumenta consideravelmente durante o processo, principalmente em coquilhas. Isto se deve 
ao fato de se utilizar moldes com paredes não muito espessas, objetivando reduzir custos do 
material para confecção dos mesmos. A Figura 3.11 mostra um esquema dos diferentes perfis de 
temperaturas para sistemas molde/ambiente em função da variação da espessura e do tipo de 
molde utilizado. 
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Como a temperatura da parede externa do molde não permanece igual à temperatura 
ambiente, é de se esperar uma variação nas taxas de transferência de calor por radiação e 
convecção para com o meio ambiente. Admitindo-se que a temperatura da superfície da parede 
externa do molde pode ser monitorada, pode-se calcular a taxa de transferência de calor dessa 
superfície para o meio ambiente. Os mecanismos de transferência de calor que ocorrem na 
interface molde/ambiente podem ser vistos na Figura 2.3 onde se destaca a ação conjunta da 
radiação e da convecção atuando sobre a parede do molde. Porém, para determinar essas taxas, 
torna-se necessário conhecer os coeficientes de transferência de calor atuantes no processo, tanto 
para a radiação como para a convecção.  
 
Figura 3.11 - Distribuição de temperaturas no molde: (A) molde semi-infinito; (B) molde 
refrigerado e (C) molde de parede fina, [Garcia, 2007] 
 
Para a interface molde/ambiente, pode-se estimar com cálculos analíticos o valor de hamb, 
dado por: 
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  convradamb hhh               (3.39) 
 
onde hamb é o coeficiente de transferência de calor no resfriamento da interface molde/ambiente, 
hrad é o coeficiente de transferência de calor por radiação e hconv é o coeficiente de transferência 
de calor por convecção. 
 
Para o cálculo do coeficiente radioativo tem-se que: 
 
  )TT).(TT.(.h 20
2
C0Crad             (3.40) 
 
onde:  é a constante de Stefan-Boltzmann,  é a emissividade radioativa da superfície do corpo, 
TC é a temperatura da superfície do corpo, e T0 é a temperatura do fluido de refrigeração, no caso 
o ar. 
 
Para o cálculo do coeficiente convectivo, tem-se: 
 
  


 uconv
Nk
h              (3.41) 
onde: 
   nrru PGCN               (3.42) 
 
  
2
0s
32
r
)TT.(...g
G


             (3.43) 
 
  
k
c
Pr

               (3.44) 
 
onde: Nu é o número de Nusselt, Gr é o número de Grashof e Pr é o número de Prandtl e,  é a 
viscosidade do fluido de refrigeração, c é o calor específico do fluido,  é a massa específica do 
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fluido, k é a condutividade térmica do fluido,  é a dimensão que se refere à distância percorrida 
pelo fluido de refrigeração ao passar pela superfície do corpo, g é a aceleração da gravidade,  é o 
coeficiente de expansão térmica volumétrica, que, para o caso de gases, pode ser aproximado 
como 
0T
1
 . 
 
Em Santos [Santos, 1997], Quaresma [Quaresma, 1997], Santos [Santos, et al., 2000], 
Goulart [Goulart, 2005] encontram-se cálculos de hamb em várias condições de solidificação e 
espessura de moldes para ligas binárias. 
 
 
3.3 Microssegregação 
 
 
3.3.1 Coeficiente de redistribuição do soluto 
 
Ao se atingir o equilíbrio termodinâmico heterogêneo entre líquido e sólido, as soluções 
sólidas cristalinas contêm uma quantidade diferente de soluto que as soluções líquidas relacionadas. 
Esta diferença em composição, combinada com a lenta difusão em estado sólido, resulta em vários 
padrões de segregação em ligas fundidas. A análise deste fenômeno pode ser quantificada através 
de um coeficiente de redistribuição do soluto (ou coeficiente de partição) no equilíbrio ( k ), que 
pode ser determinado da relação entre a concentração de soluto no sólido SC  e a correspondente 
concentração de soluto no líquido LC , ou seja: 
 
  
L
S
C
C
k                (3.45) 
 
Em alguns processos metalúrgicos comuns, que se valem da solidificação, pode-se considerar 
que esta ocorre em estado de equilíbrio, no qual sua velocidade de deslocamento é essencialmente 
   
 
103 
controlada pela taxa de transporte de calor latente para fora da interface sólido/líquido. Entretanto, 
mesmo para solidificação em condições fora do equilíbrio, pode-se considerar que na interface 
sólido/líquido, a formação do sólido ocorre em condições tais que o sólido e o líquido podem ser 
considerados em equilíbrio local. 
 
Os diagramas de fases permitem a determinação do coeficiente de distribuição no equilíbrio 
em função da concentração de soluto e da temperatura. Para uma situação idealizada, onde as 
linhas solidus e liquidus são retas, conforme mostra a Figura 3.12 o coeficiente de redistribuição 
de soluto é constante. No caso em que a solubilidade do soluto no sólido for menor do que no 
líquido, o coeficiente de redistribuição de soluto ( k ), é menor do que a unidade e, na situação 
oposta, maior que a unidade. 
Figura 3.12 - Desenho esquemático do diagrama de ligas binárias com coeficiente de 
partição do soluto menor que a unidade, [Garcia, 2007]. 
 
Pela análise do resfriamento de um volume de líquido de composição nominal (C0), verifica-
se que, ao se atingir a temperatura liquidus (Tliq), o primeiro sólido a se formar apresenta uma 
concentração menor do que a concentração do líquido que o origina, rejeitando conseqüentemente o 
soluto ( k< 1), ou uma concentração maior que a nominal, rejeitando o solvente ( k> 1). Estas 
rejeições provocam um acúmulo de soluto ou solvente junto à interface sólido/líquido. As 
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mobilidades destes constituintes, determinadas pela difusão no sólido e no líquido, pela convecção 
natural ou forçada no líquido, e pela condição em que se desenvolve a solidificação (equilíbrio ou 
não), é que determinam a forma final do perfil de concentração de soluto no sólido formado. 
 
 
3.3.2 Modelos de microssegregação 
 
A variação de composição química que ocorre dentro dos limites dos contornos de grão, ou 
seja, entre ramificações celulares ou dendríticas é conhecida como microssegregação. A Figura 
3.13 mostra esquematicamente a influência da microssegregação para solidificação fora do 
equilíbrio, sobre a evolução da fração sólida da zona pastosa. 
 
Figura 3.13 - Representação esquemática da microssegregação e evolução da fração sólida 
na zona pastosa, adaptado de Kurz, [Kurz, 1984]. 
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O intervalo de solidificação de equilíbrio, 0T , exceto para o caso regra da alavanca, não 
corresponde ao intervalo, SLT , sobre o qual a zona pastosa se desenvolve. As pontas das 
dendritas precisam de certo superesfriamento que é determinado pela estabilidade na ponta. As 
raízes das dendritas geralmente têm concentrações muito mais elevadas do que k/C0  , devido à 
solidificação de não equilíbrio. Isso muitas vezes leva à precipitação de fases interdendríticas 
eutéticas de fração de volume, fE, mesmo que a composição não esteja na linha eutética. Na zona 
colunar, como mostrado na Figura 3.13, a fração sólida de volume de fS, seguirá uma curva em 
forma de S. 
 
O fenômeno da microssegregação tem sido investigado intensamente no sentido do 
desenvolvimento de ferramentas de quantificação do fenômeno Martorano [Martorano, 2000A], 
[Martorano, 2000B]. Entre os fatores que mais contribuem para a dificuldade de quantificação 
desse fenômeno, pode-se citar: o modo de solidificação colunar ou equiaxial, a complexidade da 
morfologia das ramificações dendríticas, o efeito de diferentes solutos, o engrossamento e refusão 
de ramos dendríticos, o movimento de soluto no líquido e de retorno no sólido, e a dependência 
do coeficiente de difusão com a concentração e a temperatura. 
 
Martorano [Martorano, 1998] realizou uma vasta revisão da literatura sobre o fenômeno da 
microssegregação, técnicas experimentais de medição, efeitos de algumas variáveis de processo na 
microssegregação, assim como dos modelos analíticos e numéricos que são estudados para 
descrevê-lo. Geralmente esses modelos não incorporam o efeito da cinética de solidificação no 
perfil de concentrações resultante. Foi encontrado apenas um estudo, [Zhang, et al, 2007], que 
relaciona a concentração de soluto com a velocidade da isoterma liquidus, mesmo assim para 
velocidades de solidificação muito baixas, 15 s/m , 50 s/m  e 200 s/m  para a liga Mg-
4%Al. O autor fez a comparação dos dados experimentais obtidos com o Modelo de Sheil e 
concluiu que há discrepâncias consideráveis entre os resultados experimentais e os obtidos pela 
equação de Sheil, pois o mesmo não considera a difusão de retorno do Al na fase sólida. Com o 
aumento da taxa de resfriamento os dados experimentais aproximaram-se mais do Modelo de 
Scheil. 
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Os modelos analíticos de microssegregação, que descrevem o transporte de soluto rejeitado 
durante a solidificação de ligas, relacionam a fração sólida formada com a concentração de soluto 
ou com a temperatura. Várias formulações foram determinadas por pesquisadores para cada 
condição de solidificação. Esses modelos são tratados matematicamente em duas condições de 
contorno bem definidas: solidificação em condições de equilíbrio e solidificação fora de 
equilíbrio. 
 
A seguir serão apresentados os principais modelos analíticos da evolução do perfil de 
concentração de soluto. Neste trabalho, para o modelo matemático que se constitui do 
mapeamento térmico, a fração sólida é expressa em função da temperatura, e, para a análise da 
microssegregação a mesma é expressa em função da concentração de soluto. 
 
O comportamento da solidificação pode ser descrito pela Regra da Alavanca [Kurz, 1984] 
quando se considera o equilíbrio termodinâmico do sistema, ou seja, a composição química 
permanece uniforme dentro de cada fase onde há completa difusão de soluto tanto na fase sólida 
quanto na fase líquida. A fração sólida segundo a Regra da Alavanca é dada por: 
 
  















TT
TT
k1
1
f
f
liq
S             (3.46) 
 
onde fT  é a temperatura de fusão do solvente,  é o coeficiente de redistribuição do soluto. 
 
A concentração de soluto no sólido formado é calculada, neste caso, por: 
 
  
S
0
S
f)k1(1
Ck
C


              (3.47) 
 
onde 0C  é a composição nominal do soluto. 
 
k
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A Equação de Scheil [Garcia, 2007] é a mais adequada em situações que a difusão de 
retorno do soluto no sólido pode ser desprezada e a ação da convecção no metal líquido assegura 
a completa mistura do soluto (concentração uniforme): 
 
  










liqf
f
1k
1
S
T-T
T-T
1=f             (3.48) 
 
Esta é a forma de calcular a fração sólida para ligas binárias no modelo numérico de 
solidificação já detalhado em capítulo anterior. 
 
A equação de Scheil, em termos da concentração de soluto no sólido é dada por: 
 
    1kS0s f1 Ck C

              (3.49) 
 
A Figura 3.14 mostra o perfil de soluto resultante da solidificação de uma liga nas 
condições já mencionadas. A difusão de retorno é desprezada, o soluto rejeitado no líquido 
durante o processo é considerado sempre homogeneamente distribuído no líquido. Tudo se passa 
como se a cada avanço da fronteira sólido/líquido uma nova liga de composição mais rica em 
soluto fosse submetida à solidificação, até o limite imposto pelo diagrama de fases, que neste 
caso, é o líquido de composição eutética em equilíbrio com o sólido de composição . A partir 
deste ponto, todo o líquido remanescente estaria à composição eutética resultando em um 
determinado volume de sólido desta composição na extremidade final da amostra, conforme 
mostra a Figura 3.14, onde  é a concentração eutética,  é a concentração de soluto no 
sólido,  é a composição nominal da liga, 0Ck   é a composição do primeiro sólido formado, 
 composição do sólido limite dado pelo diagrama de fases.  
 
 
 
SmC
EC SC
0C
SmC
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Figura 3.14 - Perfil de concentração de soluto no final da solidificação para mistura 
completa no líquido e ausência de difusão no sólido, [Garcia, 2007]. 
 
Em casos de existência da solução sólida intersticial, a hipótese de não haver difusão de 
retorno de soluto no sólido não pode ser mais assumida. Devido à elevada mobilidade atômica do 
soluto intersticial, é necessário quantificar as modificações do perfil de concentração de soluto 
em cada instante, levando-se em conta a difusão de retorno no sólido formado. Brody e Flemings 
[Brody, 1966] propuseram a solução que leva em consideração a difusão no estado sólido, 
representada por: 
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onde  
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na qual  é a difusividade do soluto no sólido,
 
SLt  é o tempo local de solidificação,  é a taxa 
de resfriamento, L  é o comprimento do elemento de volume tomado como referência para a 
análise da microssegregação, ou seja, 









dendríticofor  se      ,
2
celular,for   se      ,
2
L
2
c
, onde  e  são 
respectivamente, os valores dos espaçamentos celular e dendrítico secundário, [Kurz, 1984], 
conforme pode ser observado na Figura 3.15 para a caso da estrutura celular. 
 
 
 
 
Figura 3.15 - Representação do comprimento do elemento de volume da estrutura celular, 
adaptado de Kurz, [Kurz, 1984] 
 
 
A concentração de soluto no sólido, nestas hipóteses, é encontrada por: 
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Se  na equação (3.52) tende a zero, esta se aproxima da Equação de Scheil, entretanto, 
quando a difusão no sólido é completa ( tendendo ao infinito), a composição de soluto no sólido 
deve se aproximar da equação de equilíbrio, Regra da Alavanca. Quando , a equação (3.52) 
coincide com a equação de equilíbrio. 
 
 
Clyne e Kurz [Clyne, 1981] propuseram uma modificação da Solução de Brody e Flemings 
de modo a satisfazer toda faixa de  (0 ao infinito). As expressões formuladas por Clyne e Kurz 
são: 
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em que 
 
            (3.54) 
 
A equação de Clyne-Kurz em termos da concentração de soluto no sólido é dada por: 
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A equação de Clyne-Kurz foi utilizada neste trabalho para calcular a fração sólida, no 
modelo numérico que leva em conta a microssegregação. 
2
1




















 2
1
 - exp . 
2
1
 - 
1
 - exp - 1    
   
 
111 
Outra proposta que modifica a equação original de Brody-Flemings, foi formulada por 
Ohnaka, [Ohnaka, 1986]. A solução obtida pelo autor difere da análise clássica, através de um 
novo parâmetro   , que é também função de , dado por: 
 
   


 
21
            (3.56) 
 
A substituição de  por    nas equações (3.50) e (3.52), amplia o espectro de aplicação 
destas equações até os casos de elevada movimentação atômica de soluto no sólido.  
 
 
Kobayashi [Kobayashi, 1988] desenvolveu soluções que partem das equações representativas 
da difusão no sólido e da conservação de massas sem simplificações, e encontrou uma solução 
exata para concentrações do sólido junto à interface sólido/líquido, dada por: 
 
   nS
0n
n0S fCk=C 


            (3.57) 
 
onde n é uma função complexa de . A aplicação desta solução exata não é imediata, e implica na 
expansão de uma série que geralmente necessita de um número elevado de termos para quantificar 
o fenômeno sem que ocorram reflexos negativos na precisão dos resultados. 
 
Além da solução exata, o autor desenvolveu ainda soluções aproximadas, uma delas é:  
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onde z0 = 1/4. Para z = z0, esta equação é idêntica à solução de Ohnaka. 
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Conforme já foi analisado, à medida que a solidificação evolui ocorre a rejeição progressiva 
de soluto, tendo como decorrência um aumento de sua concentração no líquido e um perfil 
crescente de soluto no sólido formado, ou seja, ocorre a mistura parcial de soluto no líquido. Se o 
processo não ocorre de forma lenta, os átomos do soluto são rejeitados pela progressão do sólido a 
uma taxa maior que a necessária para que sejam difundidos através do volume do líquido, 
provocando um acúmulo de soluto à frente da interface sólido/líquido. É esta região enriquecida de 
soluto que irá determinar sua taxa de incorporação ao sólido. A Figura 3.16 apresenta um esquema 
desta situação física.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.16 - Acúmulo de soluto junto à interface S/L para condições de mistura parcial no 
líquido, adaptado de Garcia [Garcia, 2007] 
 
onde e  são, respectivamente, as concentrações de soluto do sólido e do líquido na 
interface,  é a composição nominal da liga vL é a velocidade de deslocamento da interface 
sólido/líquido e  é a camada limite de difusão no líquido. 
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A mistura parcial de soluto no líquido foi tratada originalmente por Burtom, Prim e Slichter 
[Burton, 1953] que consideraram a mistura de soluto ocorrendo somente por difusão para 
 x0 , e, que no volume de líquido restante as correntes de convecção eram suficientes para 
manter a concentração uniforme .  
 
A equação (3.59) permite avaliar a influência da velocidade de deslocamento da interface 
sólido/líquido sobre o valor do coeficiente de redistribuição, ainda que somente para velocidades 
nas quais prevaleçam condições que permitem admitir equilíbrio local entre sólido e líquido nessa 
interface.  
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A expressão de kef, dada pela equação (3.59), pode ser aplicada na análise de redistribuição 
de soluto de sistemas finitos, desde que seu comprimento seja significativamente maior que o 
tamanho da camada limite de difusão no líquido. Para tanto, basta utilizar as relações que permitem 
quantificar o perfil de soluto, desenvolvidas anteriormente, substituindo-se o coeficiente de 
distribuição no equilíbrio k , pelo valor do correspondente kef, dentro de sua faixa de definição, 
1kk ef  . 
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Capítulo 4 
 
 
Materiais e Métodos 
 
 
As etapas experimentais deste trabalho consistiram de: (1) Elaboração de ligas do sistema 
binário Al-Cu; (2) Obtenção de lingotes solidificados unidirecionalmente; (3) Registro das curvas 
de resfriamento das ligas; (4) Determinação do tempo de passagem das isotermas liquidus por 
posições específicas; (5) Análise da macroestrutura; (6) Análise da microestrutura e medição dos 
espaçamentos dendríticos primários, λ1 (7) Determinação da microssegregação através da medida 
da concentração média de soluto em diferentes posições ao longo do lingote para ligas Al-Fe e 
Al-Cu, (8) Determinação das equações experimentais de )posição(f ; (9) Determinação das 
variáveis térmicas experimentais de solidificação: velocidade das isotermas liquidus e taxa de 
resfriamento.  
 
O fluxograma, apresentado na figura 4.1, representa as etapas experimentais deste trabalho. 
 
 
4.1 Materiais e equipamentos utilizados 
 
Os materiais e equipamentos utilizados para obter os perfis térmicos experimentais e os 
lingotes solidificados para posterior análise das estruturas resultantes foram os seguintes: 
 
Balança Digital [Figura 4.2 (A)]: modelo AS 5000, carga máxima 5.000g e carga mínima 0,25 g, 
utilizada para a pesagem dos materiais utilizados na elaboração das ligas.  
 
Cadinho de Carboneto de Silício [Figura 4.2 (B)]: modelo AS 6 da Carbosil, revestido 
internamente com camada de suspensão à base de alumina, na especificação Carborundum 
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modelo QF – 320, para evitar contaminação do banho de metal líquido, utilizado para armazenar 
as ligas no processo da fundição. 
 
 
 
 
  Figura 4.1 - Fluxograma dos procedimentos experimentais 
 
Preparação das ligas do 
sistema Al-Cu 
Solidificação dos lingotes 
Análise química por raio X 
Análise macroestrutural 
Corte e embutimento para a análise 
microestrutural e de 
microssegregação  
Medição dos espaçamentos 
das ligas de Al-Cu através do 
microscópio óptico  
Microanálise da 
microssegregação das ligas de 
Al-Cu e Al-Fe através do 
microscópio eletrônico de 
varredura 
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Forno Tipo Mufla [Figura 4.2 (C)]: marca Brasimet, temperatura máxima 1.300
o
C, com interior 
revestido de placas refratárias e controle processado de temperatura, utilizado para a fundição das 
ligas. 
 
 
 
Figura 4.2 - (A) Balança digital, (B) Cadinho de carboneto de silício e (C) Forno elétrico 
tipo mufla, [Goulart, 2010]. 
 
Termopares: são usados para auxiliar no registro das temperaturas pelo sistema de aquisição de 
dados. As especificações dos termopares utilizados são: tipo K de 1,6 mm de diâmetro: Chromel 
(+) – Alumel (-); faixa de utilização: ( 0 a 1260 °C) ≡ ( 0,000 a 50,990 ) mV; potência 
termoelétrica: ( 4,04 mV / 100 °C ).  
 
Lingoteira bipartida [Figura 4.3]: é o molde utilizado no dispositivo de solidificação que dá 
origem ao lingote. É feita em aço inoxidável AISI 310, com diâmetro interno de 60 mm, altura de 
157 mm e espessura de parede de 5 mm, e a base, chapa molde, em aço ao carbono AISI 1020 
com espessura de 3 mm. A lingoteira tem na sua lateral nove furos de 1,6 mm de diâmetro para a 
passagem dos termopares utilizados para registro da evolução das temperaturas no metal a ser 
solidificado. A extração de calor do metal líquido é realizada pela base da lingoteira através da 
chapa molde refrigerada a água, na qual é realizado acabamento até lixa com granulometria de 
1200 mesh. 
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(A)                     (B)                      (A)                            (C) 
Figura 4.3 - (A) Lingoteira, (B) Chapa molde e (C) Lingoteira preparada para o 
experimento, [Goulart, 2010]. 
 
Dispositivo de Solidificação Vertical Ascendente [Figura 4.4]: projetado com o objetivo de 
permitir a realização do processo de solidificação unidirecional vertical no sentido ascendente, 
possibilitando a obtenção de uma faixa de taxas de resfriamento e espaçamentos microestruturais 
em um mesmo lingote. O equipamento é um forno, com uma carcaça externa em aço no formato 
cilíndrico, e possui uma camada interna de massa refratária seguida de suportes refratários para as 
resistências elétricas. As resistências têm sua potência controlada em duas zonas de aquecimento, 
através de sensores digitais de temperatura. No espaço interno aos suportes das resistências, 
coloca-se a lingoteira para vazamento do metal fundido. O sistema de refrigeração do dispositivo 
é formado por um duto, que se localiza na parte inferior do espaço onde fica a lingoteira, 
possibilitando ao fluido de refrigeração atingir a lingoteira na parte inferior, promovendo a 
extração de calor unidirecional e a solidificação. 
 
 
Equipamento de Aquisição de Dados: as variações de temperatura no metal desde o enchimento 
do molde até o final da solidificação foram registradas em um sistema de aquisição de dados, 
fabricação Lynx de 12 bits de resolução, acoplado a um microcomputador. O sistema de 
aquisição possui duas placas, uma para 16 termopares tipo K e outra para 16 termopares tipo J, 
   
 
118 
sendo o primeiro canal da placa K reservado para medir a temperatura do ambiente (junta fria). O 
equipamento foi programado para a obtenção de 100 leituras de temperatura por segundo. 
 
 
Figura 4.4 - Vistas do dispositivo de solidificação ascendente, [Cruz, 2008] 
 
 
4.2 Experimentos realizados e ligas utilizadas 
 
Neste trabalho foram realizados experimentos com ligas do sistema Al-Cu. Para as ligas 
dos sistemas Al-Fe, Al-Ni e Al-Si foram utilizados os dados já existentes no banco de dados do 
GPS. As ligas do sistema Al-Si foram estudadas por Peres [Peres, 2005], as do sistema Al-Ni por 
Canté [Canté, 2009] e as ligas do sistema Al-Fe formam estudadas por Goulart [Goulart, 2010]. 
Goulart, em seu trabalho, faz uma série de experimentos para cada liga analisada e as curvas 
experimentais obtidas, posição, velocidade de deslocamento da isoterma liquidus, taxa de 
resfriamento, espaçamento celular, são uma média dessa série de experimentos. No presente 
trabalho, os resultados obtidos, para as ligas Al-Fe, foram decorrentes de um dos experimentos de 
cada composição realizados por Goulart. Para as ligas Al-0,5%Fe, Al-1%Fe, Al-6%Cu e Al-
10%Cu foram analisadas a parte térmica e a estrutura de solidificação e, para as ligas Al-23%Cu, 
Al-3%Ni, Al-5%Ni, Al-5%Si, Al-7%Si e Al-9%Si foi avaliada somente a parte térmica. 
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A Figura 4.5 mostra os diagramas de fases de cada sistema estudado onde pode ser 
observado que todas as ligas são hipoteutéticas. 
 
 
(A) 
 
(B) 
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(C) 
 
(D) 
Figura 4.5 – Diagrama de equilíbrio (A) Al-Fe, (B) Al-Cu, (C) Al–Si e (D) Al-Ni 
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4.3 Concentração de soluto nas ligas  
 
Em Peres [Peres, 2005] encontra-se a metodologia utilizada para a confirmação do teor de 
soluto nas ligas do sistema Al-Si que é baseada na comparação das temperaturas liquidus e 
solidus das curvas de resfriamento obtidas através do registrador de dados ALMENO modelo 
2290-8-E com o diagrama de fases do Al-Si. 
 
Em Canté [Canté, 2009] encontram-se os dois critérios utilizados pelo autor para a aferição 
da composição das ligas: a análise térmica e a análise química. 
 
Em Goulart [Goulart, 2010] encontra-se uma tabela com a análise das composições das 
ligas do sistema Al-Fe, a qual pode ser visualizada na Tabela 4.1. 
 
Tabela 4.1 - Análise química das ligas de Al-Fe, [Goulart,2010] 
Liga Teor Ferro [% em peso] 
Al-0,5%Fe B/0,59 C/0,64 D/0,62 E/0,63 
Al-1,0%Fe C/1,15 E/1,16 F/0,99 G/1,02 
Al-1,5%Fe D/1,59 E/1,48 G/1,47 J/1,45 
 
 
Neste trabalho foi utilizada a liga Al-0,59%Fe para a liga de composição nominal Al-
0,5%Fe e a liga Al-1,15%Fe para a liga de composição nominal Al-1%Fe. 
 
As composições químicas das ligas de Al-Cu foram verificadas por meio da análise química 
segundo a técnica de espectrometria de fluorescência de raios X, permitindo uma aferição da 
composição final das ligas produzidas. O equipamento, utilizado para a realização da espectrometria 
de fluorescência de raios X, é de modelo Rigaku RIX3100. Na Figura 4.6 pode-se observar a referida 
análise. 
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Figura 4.6 - Análise da composição química das ligas do sistema Al-Cu 
 
 
4.4 Procedimento experimental para a obtenção dos tempos de passagem da 
isoterma liquidus por posições específicas 
 
A isoterma liquidus corresponde ao conjunto de pontos onde se localizam, num 
determinado instante, as pontas das células ou dendritas formadas no metal líquido devido à 
instabilidade criada na interface sólido/líquido, conforme pode ser observado na Figura 4.7.  
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Figura 4.7 - Ilustração esquemática da isoterma liquidus em deslocamento, onde vL é a 
velocidade de deslocamento da isoterma liquidus, adaptado de Garcia [Garcia, 2007]. 
 
 
 A determinação de todas as variáveis térmicas de solidificação é baseada no mapeamento 
térmico dos lingotes feitos no aparato experimental de solidificação, descrito anteriormente. Para 
se obter as curvas de resfriamento de cada liga, as temperaturas foram monitoradas em diferentes 
posições a partir da interface metal/molde. 
 
 Os procedimentos operacionais são descritos a seguir: 
 Montagem do sistema experimental e posicionamento dos termopares. 
 Solidificação das ligas, obtendo-se os lingotes. A temperatura quando a água é ligada é 
considerada a temperatura de início de ensaio e foi variável para as ligas estudadas. 
 Obtenção das curvas de resfriamento de cada liga, a partir dos registros de dados, pelo 
sistema de aquisição de dados. 
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4.5 Procedimentos experimentais para caracterização das estruturas de solidificação 
 
 
4.5.1 Análise macroestrutural  
 
Para verificar a existência e quantificar a extensão da região colunar, foram obtidas as 
macrografias, conforme procedimento descrito a seguir: cada lingote foi desmoldado e secionado, 
sendo que uma metade foi lixada com lixas de granulação 100, 220, 320 e 400 mesh  e atacada. O 
ataque químico, para as ligas de Al-Fe, utilizado por [Goulart, 2010] foi feito com o reagente de 
Poulton, que é composto de uma solução 5 ml HF, 30 ml HNO3, 60 ml HCl e 5 ml H2O. As ligas 
de Al-Cu foram atacadas com o mesmo reagente. Esse procedimento é ilustrado na Figura 4.8. 
 
 
    (A)                                    (B)                         (C) 
Figura 4.8 - (A) Desmoldagem; (B) Amostra secionada; (C) Amostra atacada, [Cruz, 2008] 
 
 
4.5.2 Análise microestrutural 
 
Dos lingotes obtidos, conforme descrito anteriormente, foram extraídas amostras da parte 
central para análise da microestrutura e de microssegregação, conforme pode ser observado na 
Figura 4.9.     
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(A)                    (B) 
Figura 4.9 - Representação esquemática da obtenção das amostras para análise 
microestrutural e de microssegregação: (A) cortes para obtenção de amostras e (B) cortes 
transversais, [Rosa, 2006]. 
 
As amostras foram identificadas conforme posições dentro do lingote a partir da interface 
metal/molde, sendo retalhadas, embutidas em baquelite, lixadas com lixas de granulação de 100 a 
1200 mesh; aplicado polimento com pasta de diamante até 0,25 m e feito um ataque químico 
para revelar a microestrutura. Goulart [Goulart, 2010] usou a solução de 0,5% de HF para as ligas 
de Al-Fe. As ligas de Al-Cu foram atacadas com 15ml de HF, 4,5 ml HNO3, 9 ml de HCl e 271,5 
ml de H2O. Dentre os ataques testados, este foi o melhor para a visualização das amostras de Al-
Cu no Microscópio Eletrônico de Varredura (MEV).  
 
 
4.6 Medida dos espaçamentos celulares e dendríticos primários 
 
As distâncias entre centros de células e de ramificações ou braços dendríticos são definidas 
como espaçamentos intercelulares e interdendríticos, os quais são muito utilizados para 
determinar os efeitos das condições de solidificação sobre a microestrutura formada.  
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As medidas dos espaçamentos estruturais foram realizadas utilizando-se o software Leica 
Quantimet Q500 MC (Leica Imaging Systems Ltd. Cambridge, Inglaterra), interconectado ao 
microscópio óptico Neophot -32.(Carl Zeiss, Esslingen, Alemanha). 
 
Tanto os valores dos espaçamentos celulares (λc) como os dendríticos primários (λ1) foram 
medidos sobre a seção transversal ao fluxo de calor em posições escolhidas ao longo do lingote. 
O método utilizado para quantificar os valores desses espaçamentos foi o método do triângulo, 
esquematizado na Figura 4.10, utilizando-se o critério de vizinhança, que considera o valor do 
espaçamento primário igual à distância média entre o centro das células, [Gündüz, 2002]. Foram 
executadas, em média, trinta medidas para cada posição selecionada, sendo que, ao final, obteve-
se a média aritmética dos valores, dessa forma, o espaçamento expressa a razão entre a dimensão 
total e o número de distâncias centro a centro percorridas.  
 
       (A)         (B)             (C) 
 
Figura 4.10 - Representação esquemática dos parâmetros microestruturais (A) Espaçamento 
celular; (B) Espaçamento dendrítico primário; (C) Espaçamento dendrítico secundário,  
[Cruz, 2008] 
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4.7 Medida da microssegregação 
 
A microssegregação está relacionada a diferenças de concentração de soluto de curto 
alcance. Os procedimentos utilizados para a quantificação da microssegregação podem ser 
divididos em: medida da fração volumétrica de segunda fase, levantamento de perfis de 
concentração através de braços dendríticos, levantamento de perfis de concentração em função da 
fração volumétrica acumulada na amostra e mapeamento bidimensional do campo de 
concentrações em uma estrutura dendrítica. A partir desses procedimentos alguns coeficientes são 
calculados para fornecer um indicador da microssegregação, [Martorano, 2000]. 
 
A medida da microssegregação, neste trabalho, foi realizada através de microanálises de 
composições das ligas, em caminhos selecionados dentro de grãos cristalinos, utilizando o 
microscópio eletrônico de varredura (MEV) do Laboratório do Departamento de Engenharia de 
Materais – FEM através da técnica de espectroscopia de dispersão de energia (EDS). O Modelo 
do MEV é JXA-840A da JEOL. 
 
Antes da realização das microanálises, faz-se necessário calibrar o aparelho para que haja a 
estabilidade da microssonda. A calibração foi feita tendo como referência o cobre. 
 
Kattamis e Flemings [Kattamis et al., 1965] definiram os tipos de caminhos que podem ser 
utilizados para medir os perfis de concentração de soluto ao longo de regiões específicas da 
estrutura dendrítica. Os tipos de caminhos são “X” “T ” e “+-“ e podem ser observados na Figura 
4.11. 
 
As medidas da microssegregação foram obtidas através do seguinte procedimento: 
 
 Para cada amostra, foram selecionados caminhos tipo “X” de modo que seus 
comprimentos tivessem o seu tamanho próximo de λc ou λ1. No caso das amostras com estrutura 
celular assim como para as de estrutura dendrítica, formam procurados pares de células 
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(dendritas) adjacentes que tivessem aproximadamente as mesmas dimensões, como ilustrado na 
Figura 4.12 (A) e 4.12 (B). 
 
 
Figura 4.11 – Representação dos caminhos para medir os perfis de concentração de soluto, 
adaptado de Martorano, [Martorano, 1998] 
 
 
(A) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                   (B) 
Figura 4.12 – Representação dos caminhos utilizados para realização das microanálises 
de microssegregação das ligas: (A) Al-Fe, (B) Al-Cu 
20.9854 
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 Para cada caminho selecionado, foram marcados os pontos a serem analisados pela 
microssonda correspondentes a 0%, 20%, 40%, 60%, 80% e 100% da fração sólida, pontos 1 a 6 
nas Figuras 4.12 (A) e (B). O ponto 1 coincide com o centro e o ponto 6 corresponde à borda da 
célula ou dendrita. 
 
 No caso das células (dendritas), para a célula (dendrita) adjacente, o procedimento 
adotado foi o mesmo, sendo que o ponto de número 11 corresponde ao centro da célula (ou 
dendrita) e o ponto 6 coincide com a borda da mesma. 
 
 
(A) 
 
 
 
 
 
 
 
 
(C) 
 
(B) 
 
 
 
 
 
 
 
 
(D) 
Figura 4.13 – Pontos analisados pela microssonda para a obtenção de concentração das ligas: 
imagens do MEV (A) Al-Fe e (B) Al-Cu e esquema (C) Al-Fe e (D) Al-Cu. 
1 6 11
1
6
11
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 Para cada ponto do caminho foi medido, através da microssonda, o valor da composição 
da liga, em peso, como pode ser observado na tabela da Figura 4.14 (A), para uma liga do sistema 
Al-Fe e na tabela da Figura 4.14 (B) para uma do sistema Al-Cu. Esse procedimento foi feito em 
20 pares de células por posição analisada e, no caso das amostras dendríticas em 20 pares de 
ramificações dendríticas primárias por posição. Sendo assim, em cada posição, a partir da 
interface metal/molde, foram realizadas em torno de 220 microanálises tanto para as amostras de 
estrutura celular quanto para as amostras de estrutura dendrítica. 
 
 
Weight % 
 
(A) 
Weight % 
 
(B) 
Figura 4.14 – Exemplo de tabela do MEV de valores das concentrações obtidas em cada 
ponto do caminho escolhido para as ligas (A) Al-Fe e (B) Al-Cu. 
 
 
 Com os valores das composições medidos, para cada fração sólida, foi feita a média 
aritmética das respectivas concentrações de soluto obtendo perfis de concentração média, 
conforme exemplos nas Figuras 4.14 (A) e (B). 
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Figura 4.15 – Perfil da concentração média de soluto em função da fração sólida 
para as ligas dos sistemas: (A) Al-Fe e (B) Al-Cu. 
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4.8 Determinação das variáveis térmicas de solidificação 
 
As variáveis térmicas do processo de solidificação são determinadas experimentalmente 
após a obtenção dos perfis de temperaturas e de acordo com o seguinte procedimento: 
 
 
4.8.1 Tempo de passagem da isoterma liquidus (tL) 
 
Os resultados dos pares ordenados, tempo e posição (t, posição), obtidos a partir do 
procedimento experimental permitem, que seja traçado gráfico experimental da posição da 
isoterma liquidus em função do tempo. A função (t)fP   é obtida da seguinte forma: a partir da 
Tliq da liga analisada traça-se uma reta paralela ao eixo dos tempos, conforme apresentado na 
Figura 4.16. Através das intersecções dessa reta com as respectivas curvas de resfriamento, em 
cada uma das posições dos termopares (P), obtêm-se os tempos correspondentes. Esses tempos 
definem-se como sendo os tempos de passagem da isoterma liquidus em cada posição monitorada 
pelo termopar. 
 
4.8.2 Velocidade de deslocamento da isoterma liquidus (vL) 
 
As velocidades experimentais de deslocamento da isoterma liquidus (vL), para todas as 
ligas, são determinadas pela derivada da função (t)fP  , isto é 
dt
dP
vL  . 
 
 
4.8.3 Taxas de resfriamento ( T ) 
 
As taxas de resfriamento T , para cada posição dos termopares, são obtidas 
experimentalmente a partir da intersecção da reta de cada temperatura liquidus (Tliq) com as 
curvas de resfriamento para cada posição dos termopares, através do resultado da leitura direta do 
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quociente das temperaturas, imediatamente antes e depois da Tliq e dos tempos correspondentes, 
isto é 
Δt
ΔT
T  , procedimento utilizado por Okamoto e Kishitake, [Okamoto e Kishitake, 1975]. 
 
Na Figura 4.16, encontra-se um esquema para o cálculo experimental de Lv  e T
 . 
 
 
 
 
 
Figura 4.16 – Esquema para o cálculo de Lv  e T
 , [Goulart, 2010].  
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Capítulo 5 
 
 
Resultados e Discussões 
 
 
5.1 Estruturas de Solidificação 
 
A caracterização das estruturas de solidificação, particularmente das microestruturas das 
ligas Al-Fe e Al-Cu, é fundamental para a análise subsequente que se fará quanto à evolução da 
microssegregação em função da cinética de solidificação. Nesse sentido, mesmo as estruturas das 
ligas Al-Fe, que foram obtidas em trabalho anterior do nosso grupo de pesquisa por Goulart 
[Goulart, 2010], são também apresentadas em sequência, para permitir um melhor encadeamento 
da análise.  
 
 
5.1.1 Macroestruturas 
 
As macroestruturas das ligas Al-1,0%Fe e Al-10%Cu solidificadas undirecionalmente na 
forma vertical ascendente são apresentadas na Figura 5.1. Nos lingotes obtidos para todas as ligas 
analisadas no presente trabalho, observou-se a ocorrência de estruturas predominantemente 
colunares, o que dá indicações seguras de que análises teóricas da evolução da solidificação 
através de modelos matemáticos para confronto com os correspondentes resultados 
experimentais, poderão ser feitas através de modelos unidimensionais de transferência de calor.  
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(A) 
 
(B) 
Figura 5.1 - Macroestruturas típicas de lingotes das ligas de Al examinadas: 
(A) Al-1%Fe, [Goulart, 2010] e (B) Al-10%Cu 
 
 
 
5.1.2 Microestruturas e espaçamentos celulares das ligas do sistema Al-Fe 
 
As microestruturas observadas ao longo das secções transversais das ligas hipoeutéticas do 
sistema binário Al-Fe solidificadas unidirecionalmente em molde refrigerado apresentaram 
morfologia celular para as composições 0,5% e 1% examinadas conforme pode-se observar nas 
imagens das Figuras 5.2 (A) e 5.3 (A) obtidas em trabalho recente [Goulart, 2010]. Nas Figuras 
5.2 (B) e 5.3 (B) encontram-se os espaçamentos celulares, as velocidades da isoterma liquidus e 
as taxas de resfriamento, todas experimentais, para algumas posições específicas a partir da 
interface metal/molde e, nas Figuras 5.2 (C) e 5.3 (C) são apresentadas algumas imagens obtidas 
pelo microscópio eletrônico de varredura (MEV) para as respectivas posições a partir da interface 
metal/molde. 
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Al-0,5%Fe 
Microscópio ótico  
(A) 
 
 
(B) 
Al-0,5%Fe  
MEV 
(C) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Posição 5 mm 
 
 = 7,5μm 
 
vL = 3,4 mm/s 
 
 = 30,4K/s 
 
Posição 10 mm 
 
= 9.0μm 
 
vL = 2,4mm/s 
 
 = 15,4K/s 
 
Posição 15 mm 
 
 = 10,9μm 
 
vL = 1,9mm/s 
 
 = 10,3K/s 
 
Posição 20 mm 
 
 = 12,4μm 
 
vL = 1,6mm/s 
 
 = 7,7K/s 
c
T
c
T
c
T
c
T
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Posição 30 mm 
 
 = 14,1μm 
 
vL = 1,3mm/s 
 
 = 5,2K/s 
 
 
 
Posição 45 mm 
 
= 15,8μm  
 
vL = 1,1mm/s 
 
 = 3,5K/s  
Figura 5.2 - Microestruturas celulares da liga Al-0,5%Fe. (A) Imagens obtidas em 
microscópio ótico, (B) Posição em relação à base do lingote, espaçamento celular, velocidade 
de deslocamento da isoterma liquidus e taxa de resfriamento, todas experimentais, (C) 
Imagens obtidas em MEV. 
 
 
Al - 1,0 % Fe  
Microscópio Ótico 
(A) 
 
 
(B) 
Al - 1,0 % Fe  
MEV 
(C) 
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Posição 10 mm 
 
 = 7,0μm 
 
vL = 2,6 mm/s 
 
 = 16,85 K/s 
 
 
Posição 15 mm 
 
 = 8,2μm 
 
vL = 1,98mm/s 
 
 = 11,93 K/s 
 
 
Posição 20 mm 
 
 = 9,6μm 
 
vL = 1,65 mm/s 
 
 = 9,35 K/s 
 
 
Posição 30 mm 
 
 = 11,9μm 
 
vL = 1,28 mm/s 
 
 = 6,62 K/s 
 
c
T
c
T
c
T
c
T
   
 
139 
 
Posição 45 mm 
 
 = 16,5μm 
 
vL = 1,0 mm/s 
 
 = 2,75 K/s 
 
Figura 5.3 - Microestruturas celulares da liga Al-1%Fe. (A) Imagens obtidas em 
microscópio ótico, (B) Posição em relação à base do lingote, espaçamento celular, velocidade 
de deslocamento da isoterma liquidus e taxa de resfriamento, todas experimentais, (C) 
Imagens obtidas em MEV. 
 
Os resultados obtidos para as medidas dos espaçamentos celulares em posições específicas 
a partir da interface metal molde, assim como uma lei que relaciona a posição dentro do lingote a 
partir da interface metal/molde (P) com o espaçamento celular c , pode ser observado na Figura 
5.4 para as ligas do sistema Al-Fe. 
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Figura 5.4 - Espaçamentos celulares a partir da interface metal molde obtidos por 
[Goulart 2010] para as ligas (A) Al-0,5%Fe e (B) Al-1%Fe 
 
 
 
5.1.3. Microestruturas e espaçamentos dendríticos do sistema Al-Cu 
 
As ligas hipoeutéticas do sistema binário Al-Cu, Al-6%Cu e Al-10%Cu, solidificadas 
unidirecionalmente em molde refrigerado, apresentaram microestruturas de morfologia dendrítica 
conforme podem ser observadas nas imagens das Figuras 5.5 e 5.6, obtidas através do 
microscópio ótico (Neophot) e MEV, para posições específicas a partir da interface metal/molde. 
Nessas figuras também encontram-se, para cada posição, o valor do espaçamento dendrítico 
primário 1 , a velocidade de deslocamento da isoterma liquidus e a taxa de resfriamento, todas 
determinadas experimentalmente. 
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Al-6%Cu  
Microscópio ótico 
(A) 
 
 
(B) 
Al-6%Cu  
MEV 
(C) 
 
Posição 3,5 mm 
 
λ1 = 20,7 μm 
 
vL = 3,42 mm/s 
 
 = 56,9 K/s 
 
 
Posição 6 mm 
 
λ1 = 24,93 μm 
 
vL = 2,58 mm/s 
 
 = 33,76 K/s 
 
 
Posição 10 mm 
 
λ1 = 29,09 μm 
 
vL = 1,98 mm/s 
 
 = 20,57 K/s 
 
 
Posição 13 mm 
 
λ1 = 32,53 μm 
 
vL = 1,73 mm/s 
 
 = 15,95 K/s 
 
T
T
T
T
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Posição 15 mm 
 
λ1 = 33,84 μm 
 
vL = 1,61 mm/s 
 
 = 13,88 K/s 
 
 
Posição 20 mm 
 
λ1 = 41,85 μm 
 
vL = 1,38 mm/s 
 
 = 10,5 K/s 
 
 
Posição 25 mm 
 
λ1= 48,45 μm 
 
vL = 1,23 mm/s 
 
 = 8,46 K/s 
 
 
Posição 30 mm 
 
λ1 = 55,21 μm 
 
vL = 1,12 mm/s 
 
 = 7,08 K/s 
 
T
T
T
T
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Posição 40 mm 
 
λ1 = 70,71 μm 
 
vL = 0,96 mm/s 
 
 = 5,36 K/s 
 
 
Posição 50 mm 
 
λ1 = 84,72 μm 
 
vL = 0,85 mm/s 
 
 = 4,31 K/s 
 
Figura 5.5 - Microestruturas dendríticas da liga Al-6%Cu. (A) Imagens obtidas em 
microscópio ótico, (B) Posição em relação à base do lingote, espaçamento celular, velocidade 
de deslocamento da isoterma liquidus e taxa de resfriamento, todas experimentais, (C) 
Imagens obtidas em MEV. 
 
 
Al-10%Cu  
Microscópio ótico 
(A) 
 
 
(B) 
Al-10%Cu   
MEV 
(C) 
 
Posição 5 mm 
 
λ1 = 21,55 μm 
 
vL = 2,51 mm/s 
 
 = 54,97 K/s 
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Posição 15 mm 
 
λ1 = 36,52 μm 
 
vL = 1,31 mm/s 
 
 = 14,09 K/s  
 
 
Posição 20 mm 
 
λ1 = 44,48 μm 
 
vL = 1,11 mm/s 
 
 = 9,85 K/s  
 
 
Posição 30 mm 
 
λ1 = 54,53 μm 
 
vL = 0,87 mm/s 
 
 = 5,96 K/s  
 
 
Posição 40 mm 
 
λ1 = 70,11 μm 
 
vL = 0,73 mm/s 
 
 = 4,17 K/s  
 
T
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Posição 60 mm 
 
λ1 = 99,61 μm 
 
vL = 0,58 mm/s 
 
 = 2,52 K/s 
 
 
Posição 70 mm 
 
λ1 = 102,16 μm 
 
vL = 0,53 mm/s 
 
 = 2,08 K/s  
 
Figura 5.6 - Microestruturas dendrítica da liga Al-10%Fe. (A) Imagens obtidas em 
microscópio ótico, (B) Posição em relação à base do lingote, espaçamento celular, velocidade 
de deslocamento da isoterma liquidus e taxa de resfriamento, todas experimentais, (C) 
Imagens obtidas em MEV. 
 
 
Na Figura 5.7 são mostrados os resultados das medidas dos espaçamentos dendríticos 
primários em posições específicas a partir da interface metal molde para as ligas de Al-Cu. 
 
Nota-se que tanto para o caso das ligas Al-Fe quanto para o das Al-Cu, os espaçamentos 
celulares e dendríticos respectivamente, aumentam à medida que a posição se afasta da interface 
metal/molde. As condições que determinam esse aumento são dadas pelos parâmetros térmicos, 
velocidade de deslocamento da isoterma liquidus e taxa de resfriamento, que diminuem 
progressivamente para posições mais distantes da superfície refrigerada do lingote por conta da 
resitência térmica crescente da camada solidificada. 
 
T
T
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Figura 5.7 - Espaçamentos dendríticos primários a partir da interface metal molde 
obtidos para as ligas (A) Al-6%Cu e (B) Al-10%Cu 
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5.2 Propriedades termofísicas 
 
Devido à dificuldade em se encontrar na literatura especializada as propriedades 
termofísicas das ligas de alumínio hipoeutéticas, essas, quando necessário, são estimadas através 
de um procedimento que se utiliza da equação de Scheil e das propriedades do metal base 
(solvente) e do eutético correspondente, da seguinte forma: 
 
Pela equação de Scheil calcula-se qual é a fração sólida  correspondente a , que é a 
composição limite dada pelo diagrama de fases, ou seja: 
 
 
 
Tendo-se o valor de  calcula-se , que é a fração de composição eutética para 
essa liga. 
 
Conhecendo-se kSsolvente, kLsolvente, kSeutético, kLeutético, ρSsolvente, ρLsolvente, ρSeutético, ρLeutético, 
cSsolvente, cLsolvente, cSeutético, cLeutético, Lsolvente, Leutético de um determinado sistema de ligas pode-se 
calcular kSliga, kLliga, ρSliga, ρLliga, cSliga, cLliga e L para uma determinada liga desse sistema da 
seguinte forma: 
 
SeutéticoESsolventeSSliga kfkfk   
 
  SeutéticoESsolventeSSliga ff   
 
  SeutéticoESsolventeSSliga cfcfc   
 
  LeutéticoELsolventeSLliga kfkfk   
 
Sf SmC
1k
S0Sm )f1(CkC

Sf SE f1f 
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  LeutéticoELsolventeSLliga ff   
 
  LeutéticoELsolventeSLliga cfcfc   
 
eutéticoEsolventeSliga LfLfL   
 
 
Para todos os sistemas, geralmente, as linhas solidus e liquidus são consideradas retas, desta 
forma, tanto  quanto 
SL
solliqSL
L
CC
TT
C
T
m





 , inclinação da linha liquidus, são considerados 
constantes para todas as liga hipoeutéticas de um determinando sistema. O valor de Lm  é muito 
utilizado nos modelos teóricos de crescimento dendrítico e celular. 
 
 
Jácome et al. [Jácome et al., 2011] publicaram um estudo sobre algumas propriedades de 
sistemas de ligas à base de alumínio que podem ser calculadas por um algoritmo híbrido acoplado 
a uma interface do software de termodinâmica computacional Themo-Calc. Na Tabela 5.1 
encontram-se algumas propriedades obtidas por esse procedimento, onde ΔTSL é o intervalo de 
solidificação. 
 
Conforme pode-se observar pela Tabela 5.1, tanto  quanto  já não são mais 
constantes para todas as composições de um determinado sistema, a menos das ligas do sistema 
Al-Fe, pois pelo diagrama de fases desse sistema, Figura 4.5A, observa-se que as linhas solidus e 
liquidus são retas e dessa forma, as inclinações da linha liquidus e os coeficientes de 
redistribuição de soluto das ligas do sistema Al-Fe não tiveram nenhuma mudança em relação ao 
cálculo  constante. Este cálculo mais acurado de k´ permite que modelos de 
microssegregação possam prever com maior precisão a distribuição do soluto durante a 
solidificação. 
k
k Lm
L
S
C
C
k 
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Tabela 5.1 - Propriedades termofísicas para ligas de alumínio, [Jácome, et al., 2011], 
[Goulart, 2010] 
Sistema Ligas Hipoeutéticas  mL (K(%Ni)
-1
) 
 
Al-Fe  
Al-0,5%Fe 0,02983 -2,94 
Al-1%Fe 0,02983 -2,94 
Al-1,5%Fe 0,02983 -2,94 
Sistema Ligas Hipoeutéticas  mL (K (%Ni)
-1
) 
 
 
Al-Ni  
Al-0,5%Ni 8 10
-3
 3,075 
Al-1%Ni 7,94 10
-3
 3,5 
Al-2%Ni 7,88 10
-3
 3,5 
Al-5%Ni 7,89 10
-3
 3,12 
Sistema Ligas Hipoeutéticas  mL (K (%Ni)
-1
) 
 
 
Al-Cu  
Al-2%Cu 0,09750 2,618 
Al-5%Cu 0,09932 2,675 
Al-16%Cu 0,11080 3,092 
Al-30%Cu 0,15140 4,471 
Sistema Ligas Hipoeutéticas  mL (K (%Ni)
-1
) 
 
 
Al-Si  
Al-2%Si 0,1068 5,963 
Al-6%Si 0,1119 6,481 
Al-9%Si 0,1172 6,970 
Al-11%Si 0,1212 7,328 
 
 
Nos gráficos da Figura 5.8 encontram-se as comparações realizadas com os valores de 
calculados pelo procedimento já detalhado e os valores da Tabela 5.1, para ligas hipoeutéticas 
dos sistemas Al-Cu, Al-Si e Al-Ni. 
 
k
k




k
k
k
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Figura 5.8 - Comparação dos resultados obtidos para o coeficiente de redistribuição de 
soluto em função da composição de soluto para ligas hipoteutéticas dos sistemas Al-Cu, Al-Ni 
e Al-Si 
 
 
Pode-se observar através dos gráficos da Figura 5.8 que para as ligas hipoteutéticas dos 
sistemas Al-Cu e Al-Si, devido às inclinações das linhas solidus e liquidus, há uma grande 
diferença entre os valores calculados. Já para as ligas do sistema Al-Ni essa diferença é pequena. 
 
Outros resultados obtidos por Jácome et al. [Jácome et al., 2011] através do software de 
termodinâmica computacional Themo-Calc são os gráficos do calor latente de fusão em função 
da concentração de soluto das ligas hipoeutéticas dos sistemas Al-Cu, Al-Ni, Al-Fe e Al-Si. 
 
Na Figura 5.9 encontram-se gráficos comparativos dos valores do calor latente de fusão, 
calculados utilizando o procedimento que se baseia na proporção de fases dadas pela equação de 
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Scheil com os calculados obtidos pelo Themo-Calc, para ligas hipoteutéticas dos sistemas Al-Cu, 
Al-Fe e Al-Si. Observa-se que, nos três sistemas de ligas, o procedimento baseado na proporção 
das fases presentes não traduz a forma da variação da liberação do calor latente em relação ao 
aumento de soluto, apesar de no caso do sistema Al-Si, o comportamento de sua variação parece 
obedecer o formato de um segmento de parábola previsto pelo Thermo-Calc. Para os casos dos 
sistemas Al-Cu e Al-Fe, o procedimento que se baseia na proporção de fases dadas pela equação 
de Scheil ignora a existência de um valor mínimo de calor latente que ocorre em determinada 
composição da liga. É de se esperar que a simulação da solidificação de uma liga nesta região de 
mínimo traria imprecisões consideráveis se utilizado o valor calculado pelo referido 
procedimento. 
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Figura 5.9 - Comparação dos resultados obtidos pelo Themo-Calc com os resultados 
obtidos com a equação de Scheil do calor latente de fusão em função da composição de soluto 
para ligas hipoeutéticas dos sistemas Al-Cu, Al-Fe e Al-Si. 
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Foram utilizadas, neste trabalho, as propriedades das ligas de Al-Ni adotadas por Canté 
[Canté, 2009] e podem ser observadas na Tabela 5.2.  
 
Tabela 5.2 - Propriedades termofísicas das ligas do sistema Al-Ni, [Canté, 2009] 
Propriedades Símbolo/ Unidade Al-3%Ni Al-5%Ni 
Al-Ni 
Eutético 
Condutividade 
térmica 
kS [W.m
-1
.K
-1
] 153 103 76,2 
kL 75 63 56,4 
Massa específica 
S [kg.m
-3
] 2.886 3.009 3.097 
L 2.551 2.661 2.733 
Calor específico 
cS [J.kg
-1
.K
-1
] 1.350 1.328 1.293 
cL 1.158 1.133 1.111 
Calor latente de 
fusão 
L [J.kg
-1
] 338.000 383.000 440.000 
Temperatura 
liquidus 
TLiq [
o
C] 652 646 
 
- 
Temperatura 
solidus  
Teut = TSol [
o
C] 642 642 642 
Coeficiente de 
resdistribuição 
de soluto 
 0,007 0,007 
 
- 
 
k
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As propriedades termofísicas das ligas de Al-Fe, utilizadas neste trabalho, foram as mesmas 
obtidas por Goulart [Goulart, 2010], a menos do calor latente de fusão, e podem ser observadas 
na Tabela 5.3. 
 
Tabela 5.3 - Propriedades termofísicas das ligas do sistema binário Al-Fe, [Goulart, 2010] 
Propriedades Símbolo/Unidades 
Al 
comerc. 
puro 
Al-
0,5%Fe 
Al-1%Fe 
Al-1,8%Fe 
Eutético 
Condutividade 
térmica 
kS  [W.m
-1
.K
-1
] 221,6 221 220 218,6 
kL 91,9 91,7 91,5 91,0 
Calor específico 
cS [J.kg
-1
.K
-1
] 1.255 1.253 1.250 1.245 
cL 1.175 1.172 1.169 1.164 
Massa 
Específica 
S [kg.m
-3
] 2.559 2.573 2.597 2.635 
L 2.389 2.403 2.426 2.464 
Calor latente de 
fusão 
L [J.kg
-1
] 395.000 383.000 384.000 391.000 
Temperatura 
liquidus 
Tliq [
o
C] 660 656,4 655 - 
Temperatura 
eutética 
Teut = Tsol [
o
C] - 652 652 652 
Coeficiente de 
resdistribuição 
de soluto 
 0,029 0,029 0,029 - 
 
 
 
 
k
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As propriedades das ligas do sistema Al-Cu foram calculadas utilizando os resultados 
apresentados e podem ser observadas na Tabela 5.4 tanto para o coeficiente de redistribuição de 
soluto mantido constante ( 172,0k  ) como para  calculado pelo Thermo-Calc. Pode-se 
observar que, para as ligas Al-6%Cu e Al-10%Cu houve uma variação no valor da difusividade 
térmica, da densidade e do calor específico das fases sólida e líquida decorrentes dos diferentes 
valores de . Esses valores das propriedades termofísicas para  calculado pelo Thermo-Calc 
são maiores do que aqueles obtidos quando se mantém constante. 
 
 
As propriedades termofísicas das ligas Al-Si foram utilizadas aquelas obtidas por Peres 
[Peres, 2005] ( 13,0k  ) e também as calculadas utilizando o valor de  obtido pelo Themo-
Calc. Esses valores encontram-se na Tabela 5.5. Pode-se observar que, para as ligas desse sistema 
houve uma variação bem mais significativa do que para as ligas do sistema Al-Cu no valor da 
difusividade térmica, da densidade e do calor específico das fases sólida e líquida decorrentes do 
valor de  calculado pelo Thermo-Calc e pode-se observar também que esses valores são bem 
maiores do que aqueles obtidos quando se mantém constante. 
k
k k
k
k
k
k
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Tabela 5.4 - Propriedades termofísicas das ligas do sistema binário Al-Cu (Equação de Scheil e Thermo-Calc) 
Propriedades Símbolo/Unidades 
Alumínio 
Puro 
Al-6%Cu 
= 0,1004 
Al-6%Cu 
 = 0,172 
Al-10%Cu 
 = 0,1045 
Al-10%Cu 
= 0,172 
Al-23%Cu 
Al-Cu 
Eutético 
Condutividade 
térmica 
kS  [W.m
-1
.K
-1
] 222 216,43 
 
213,403 
 
211,823 
 
206,068 
 
178,45 155 
kL 92 90,256 
 
89,3055 
 
88,81 
 
87,0064 
 
78,35 71 
Calor 
específico 
cS [J.kg
-1
.K
-1
] 1.123 1.118,6 
 
1.116,2 
 
1.114,95 
 
1.110,4 
 
961,85 895 
cL 1.086 1.070,14 
 
1.061,49 
 
1.056,99 
 
1.040,58 
 
1.078 1.070 
Densidade 
S [kg.m
-3
] 2.550 2.621,42 
 
2.660,35 
 
2.680,63 
 
2.754,5 
 
2.939 3.410 
L 2.380 2.451,42 
 
2.490,35 
 
2.510,63 
 
2.584,5 
 
2.939 3.240 
Calor latente  
de fusão 
L [J.kg
-1
] 
385.000 
395.000 
 
338.000 
380.509 
338.000 
 
321.000 
376.678 
321.000 
 
329.000 
350.000 
385.000 
Temperatura  
liquidus 
Tliq [
o
C] 660 644 644 636 636 590 - 
Temperatura 
eutética 
Teut = Tsol [
o
C]  548 548 548 548 548 548 
Vermelho = calor latente calculado pelo procedimento com equação de Scheil Preto = calor latente calculado pelo Thermo-Calc 
 
k k k k
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Tabela 5.5 - Propriedades termofísicas das ligas do sistema binário Al-Si, [Peres, 2005] e Themo-Calc 
Propriedades Símbolo/Unidades 
Al-5%Si 
 = 0,13 
Al-5%Si 
 = 0,1106 
Al-7%Si 
= 0,13 
Al-7%Si 
= 0,1137 
Al-9%Si 
=0,13 
Al-9%Si 
=0,1212 
Al-Si 
Eutético 
Condutividade 
térmica 
kS  [W.m
-1
.K
-1
] 109 
 
178,863 
 
94 
 
157,226 
 
81 
 
129,93 
 
74,55 
kL 90 
 
90,8269 
 
89 
 
90,2384 
 
88 
 
89,4961 
 
87,99 
Calor específico 
cS [J.kg
-1
.K
-1
] 963 
 
1076,19 
 
963 
 
1052,71 
 
963 
 
1023,09 
 
963 
cL 1.082 
 
1083,17 
 
1.080 
 
1081,74 
 
1.078 
 
1079,95 
 
1.076,31 
Densidade 
S [kg.m
-3
] 2.690 
 
2583,98 
 
2.680 
 
2601,03 
 
2.670 
 
2622,53 
 
2.666,16 
L 2.389 
 
2386,44 
 
2.394 
 
2389,67 
 
2.399 
 
2393,75 
 
2.402,02 
Calor latente de 
fusão 
L [J.kg
-1
] 
393.083 
 
395.000 
 
468.294 
397.440 
482.138 
 
482.138 
405.548 
491.626 
 
491.626 
407.513 
499.300 
Temperatura 
liquidus 
Tliq [
o
C] 632 632 610 610 604 604 - 
Temperatura 
eutética 
Teut = Tsol [
o
C] 577 577 577 577 577 577 577 
Vermelho = calor latente calculado procedimento com equação de Scheil  Preto = calor latente calculado pelo Thermo-Calc 
k k k k k k
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5.3 Variáveis térmicas de solidificação 
 
 
5.3.1 Posição experimental da isoterma liquidus  
 
Na Figura 5.10 podem ser observados os gráficos experimentais da posição da isoterma 
liquidus em função do tempo para as ligas dos sistemas Al-Fe e Al-Cu. 
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Figura 5.10 - Posição da isoterma liquidus em função do tempo para as ligas  
(A) Al-6%Cu (B) Al-10%Cu, (C) Al-23%Cu, (D) Al-0,5%Fe e (D) Al-1%Fe 
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5.3.2 Velocidade experimental da isotema liquidus 
 
A velocidade de deslocamento da isoterma liquidus em função da posição e em função do 
tempo para as ligas dos sistemas Al-Cu e Al-Fe, são apresentadas na Figura 5.11. 
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Figura 5.11 - Velocidade de deslocamento da isoterma liquidus em função: (A) da 
posição da interface metal/molde (B) do tempo para as ligas dos sistemas Al-Cu e Al-Fe. 
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5.3.3 Taxa de resfriamento da isoterma liquidus 
 
Na Figura 5.12 são apresentadas as taxas de resfriamento experimentais da isoterma 
liquidus em função da posição e do tempo para as ligas dos sistemas Al-Cu e Al-Fe. 
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(B) 
Figura 5.12 - Taxa de resfriamento da isoterma liquidus em função: (A) da posição a 
partir da interface metal/molde (B) do tempo para as ligas dos sistemas Al-Cu e Al-Fe. 
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5.4 Fatores de Influência 
 
Neste item serão analisados os fatores de influência: propriedades termofísicas, intervalo de 
solidificação, coeficiente de transferência de calor metal/molde e modelos de cálculo da evolução 
da fração sólida. 
 
Para analisar a influência das propriedades termofísicas foi fixado no modelo numérico o 
perfil do coeficiente de transferência de calor metal/molde e a maneira de calcular a fração sólida, 
equação de Scheil.  
 
Para analisar a influência do tamanho dos intervalos de solidificação nos modelos 
numéricos e analítico foram fixadas as propriedades termofísicas, o modo de calcular a fração 
sólida (equação de Scheil) e o coeficiente de transferência de calor metal/molde. Para analisar a 
influência do coeficiente de transferência de calor metal/molde (hg) foi fixado no modelo 
numérico as propriedades termofísicas e o modo de calcular a fração sólida (equação de Scheil) e, 
para analisar a influência dos modelos de microssegregação, ou seja, a maneira de calcular a 
fração sólida foram fixados no modelo numérico o perfil do coeficiente de transferência de calor 
metal/molde e as propriedades termofísicas. 
 
 
5.4.1 Propriedades Termofísicas 
 
Conforme pode-se observar nas Tabelas 5.4 e 5.5 há uma diferença significativa nos 
valores das propriedades termofísicas obtidas, com o valor do coeficiente de redistribuição de 
soluto  calculado pelo Thermo-Calc e mantendo constante as linhas solidus e liquidus, para as 
ligas hipoteutéticas dos sistemas Al-Cu e Al-Si. 
 
Com o objetivo de verificar a influência dessas propriedades no modelo numérico através 
do cálculo da velocidade da isoterma liquidus, foram fixados os coeficientes de transferência de 
calor metal/molde para as ligas Al-6%Cu e Al-9%Si que podem ser observados na Figura 5.13.  
k
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(B) 
Figura 5.13 - Coeficientes de transferência de calor metal molde utilizados para realizar 
as comparações das propriedades termofísicas com as ligas (A) Al-6%Cu e (B) Al-9%Si. 
 
Nos gráficos da Figura 5.14 encontram-se as comparações das velocidades de deslocamento 
da isoterma liquidus obtidas a partir de simulações tendo como dados de entrada, no modelo 
numérico, valores de k´ e L calculados de diferentes formas, abrangendo as abordagens:  
constante e L obtido pelo procedimento com equação de Scheil;  constante e L obtido pelo 
Thermo-Calc;  e L ambos obtidos pelo Thermo-Calc. 
k
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(B)  
5.14 - Comparações das velocidades de deslocamento da isoterma liquidus simuladas 
com o modelo numérico utilizando diferentes maneiras de calcular as propriedades 
termofísicas para as ligas (A) Al-6%Cu e (B) Al-9%Si. 
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Pode-se observar que independentemente da abordagem dada aos valores de k´ e L, os 
perfis de vL simulados são praticamente coincidentes, sendo portanto, pouco influenciados. Na 
prática, para análise da velocidade, isto traduz, para os casos analisados, que havendo 
indisponibilidade do software Thermo-Cac não haverá perda significativa na precisão dos 
resultados se for utilizada a abordagem de k´constante e a extrapolação do valor de L através do 
procedimento com a equação de Scheil. Adicionalmente, vale lembrar que a derivada, 
corresponde a uma operação matemática que mede o quanto uma grandeza varia em relação à 
outra (taxa). A única afirmação que se pode fazer é que a taxa em que a isoterma liquidus se 
desloca, para os casos analisados, é muito próxima. 
 
 
5.4.2 Intervalo de solidificação 
 
O modelo analítico para solidificação de ligas binárias não pode ser usado para ligas com 
intervalos de solidificação estreitos, 
solliqSL TTT  , pois o cálculo do calor específico da zona 
pastosa 
solliq
LSL
TT
L
cc

  gera uma inconsistência já que essa simplificação adotada pelo 
modelo analítico para incorporar o calor latente liberado gera um valor artificialmente elevado 
com reflexos na física do processo. Também não é possível convergir numericamente os valores 
de 1  e 2  dados pelas equações (2.90) e (2.96). 
 
A Figura 5.15 apresenta gráficos dessa impossibilidade do cálculo de 1  e 2 . Um par de 
valores 1  e 2  somente é determinado se e somente se ocorrer um ponto de intersecção entre as 
curvas das equações (2.90) e (2.96). 
 
     
 
175 
0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 0,50
0,0
0,5
1,0
1,5
2,0
2,5
 
1
= f(
2
) Equação 2.90
 
2
= f(
1
) Equação 2.96

2

1
Al-3%Ni 
 
Figura 5.15 - Gráfico da inconsistência no cálculo de 1  e 2  para uma liga com 
pequeno intervalo de solidificação 
 
Pelo gráfico da Figura 5.15 pode-se observar que não é possível encontrar 1  e 2 , para as 
ligas Al-3%Ni, cujo intervalo de solidificação é 10°C. Portanto, o modelo analítico para ligas 
binárias não pode ser aplicado para ligas que têm intervalos de solidificação menores do que 
10°C.  
 
Nos modelos numéricos aplicados à solidificação rápida de ligas binárias, como por 
exemplo, na refusão a laser [Cheung, 2003], usa-se o modelo numérico na sua versão para 
componentes puros, com a temperatura liquidus substituindo a temperatura de fusão. De forma 
análoga, para ligas binárias com intervalos de solidificação estreitos, aplicou-se o modelo 
analítico frente plana (equações (2.135) a (2.148)) substituindo a temperatura de fusão, fT , pela 
temperatura liquidus da liga, liqT . 
 
Na Figura 5.16 encontram-se os valores do hg utilizados para o cálculo das velocidades de 
deslocamento das isotermas liquidus para ligas dos sistemas Al-Fe e Al-Ni com pequenos 
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intervalos de solidificação.  
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(B) 
5.16 - Coeficientes de transferência de calor metal molde das ligas dos sistemas (A) Al-Fe e 
(B) Al-Ni utilizados para realizar as comparações dos intervalos de solidificação. 
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Nos gráficos da Figura 5.17 podem-se observar as comparações das velocidades de 
deslocamento da isoterma liquidus realizadas utilizando o modelo numérico e o modelo analítico 
frente plana para ligas dos sistemas Al-Fe e Al-Ni que têm intervalos de solidificação estreitos. 
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(D) 
5.17 - Comparações das velocidades da isoterma liquidus realizadas utilizando o modelo 
numérico e o modelo analítico frente plana para ligas dos sistemas (A) e (B) Al-Fe e (C) e (D) 
Al-Ni que têm estreitos intervalos de solidificação 
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Pela Figura 5.17 pode-se observar que o modelo analítico frente plana simula muito bem 
ligas com pequenos intervalos de solidificação. Para a liga Al-3%Ni cujo intervalo de 
solidificação é um pouco maior, ou seja, C10TSL  , o resultado do modelo analítico frente 
plana já não é tão preciso se comparado com o resultado do modelo numérico, provavelmente 
pelo fato do efeito do calor latente liberado num intervalo de solidificação, que embora estreito, 
começa a ser significativo. 
 
 
5.4.3 Coeficiente de transferência de calor metal/molde (hg) 
 
Os gráficos das Figuras 5.18, 5.19 e 5.20 apresentam as histórias térmicas de algumas 
posições monitoradas durante experimentos de solidificação unidirecional em molde refrigerado, 
para as ligas Al-6%Cu, Al-1%Fe e Al-9%Si, respectivamente. Por meio do confronto entre os 
perfis térmicos experimentais e os gerados por um modelo numérico, foram determinados os 
perfis transitórios do coeficiente global de transferência de calor (hg) ao longo da solidificação 
para cada liga, para duas condições de temperatura inicial do líquido: perfil de temperatura 
ajustada por uma equação em função da posição (P); e temperatura inicial constante obtida pela 
média dos valores do perfil. Também pode-se notar que a forma experimental das equações de hg 
coincidem com a equação desenvolvida analiticamente em trabalho recente [Cheung et al, 
2009(A)], dada pela equação (3.33). Uma terceira abordagem, observada em Figura 5.18(C), 
5.19(C) e 5.20(C), a mais simples em termos matemáticos, isto é, temperatura inicial do líquido e 
hg constantes, utilizada até recentemente na literatura, como em [Santos, 1997], [Quaresma, 
1997], [Santos, et al. 2001], [Spinelli, 2000], [Rocha, 2003], [Peres, 2005], [Goulart, 2005], 
apresenta certas discrepâncias em relação aos dados experimentais mas mostra que se pode obter 
resultados qualitativos aceitáveis. 
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(C) 
Figura 5.18 - Perfil térmico experimental de temperatura em função do tempo para 
diferentes posições de termopares em relação à superfície de refrigeração e diferentes 
condições para a temperatura inicial do líquido para a liga Al-6%Cu: (A) Perfil de Tv e hg 
variável, (B) Tv fixa e hg variável (C) Tv fixa e hg constante. 
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Figura 5.19 - Perfil térmico experimental da temperatura em função do tempo para 
diferentes posições de termopares em relação à superfície de refrigeração e diferentes condições 
para a temperatura inicial do líquido (Tv) para a liga Al-1%Fe: (A) Perfil de Tv e hg variável, (B) 
Tv fixa e hg variável (C) Tv fixa e hg constante. 
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(C) 
 
Figura 5.20 - Perfil térmico experimental da temperatura em função do tempo para diferentes 
posições de termopares em relação à superfície de refrigeração e diferentes condições para a 
temperatura inicial do líquido (Tv) para a liga Al-9%Si: (A) Perfil de Tv e hg variável, (B) Tv 
fixa e hg variável (C) Tv fixa e hg constante. 
 
Os perfis de temperatura inicial do líquido são obtidos através de análises experimentais, 
visualizadas nos gráficos da Figura 5.21. 
 
Pode-se observar pela Figura 5.21 que quando está disponível o histórico térmico 
experimental, no tempo inicial, em vários pontos a partir da interface metal/molde, o melhor 
ajuste para esses pontos é a parábola, mas quando não se tem este histórico térmico ao longo de 
todo o lingote deve-se tomar o cuidado de que a parábola que ajusta os pontos não tenha seu 
ponto de máximo dentro do intervalo da dimensão do lingote porque se isso acontecer as 
temperaturas iniciais no final do lingote serão menores do que aquelas perto da interface 
metal/molde (Figura 5.21(B)), neste caso uma alternativa é ajustar os pontos experimentais por 
uma função exponencial crescente tomando o cuidado, no modelo utilizado, com o ponto zero, 
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pois neste ponto a temperatura inicial seria zero, assim deve-se fazer um ajuste na temperatura do 
referido ponto. 
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Figura 5.21 - Ajuste de curva proveniente de pontos experimentais em função da posição para 
obtenção da distribuição inicial de temperaturas no líquido ( t = 0) para as ligas (A) Al-0,5%Fe 
e (B) Al-9%Si. 
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Nos gráficos da Figura 5.22 comparam-se os perfis de hg obtidos pela utilização de 
temperatura inicial do líquido constante e variável, para as ligas Al-6% Cu, Al-1%Fe e Al-9%Si. 
Pode-se notar que a simples adoção de um único valor de temperatura inicial para o líquido, ao 
invés do real perfil térmico inicial, faz com que o perfil de hg seja significativamente 
superestimado. 
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Figura 5.22 - Comparação entre os perfis de hg obtidos pela simulação numérica dos 
resultados experimentais, considerando distribuição de temperatura inicial constante 
(temperatura de vazamento constante) e distribuição inicial de temperatura no líquido para as 
ligas: (A) Al-6%Cu, (B) Al-1%Fe e (C) Al-9%Si: 
 
 
A sobreposição dos coeficientes de transferência de calor para os casos experimentais 
estudados determina os comportamentos comparativos de hg mostrados na Figura 5.22. Nota-se 
uma tendência de diminuição do perfil de hg quando é usado o perfil inicial experimental de 
temperaturas no líquido para todas as ligas estudadas. 
 
Nos gráficos da Figura 5.23 encontram-se as comparações da velocidade da isoterma 
liquidus calculada com as diferentes possibilidades de hg e da temperatura inicial do líquido. De 
forma semelhante ao caso analisado de diferentes abordagens de k´, não houve um reflexo 
significativo nos perfis de velocidade obtidos a partir das diferentes abordagens de hg. 
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(C) 
Figura 5.23 Comparações das velocidades da isoterma liquidus realizadas utilizando o 
modelo numérico e diferentes condições para o cálculo do coeficiente de transferência de calor 
metal/molde para as ligas: (A) Al-6%Cu, (B) Al-1%Fe e (C) Al-9%Si. 
 
 
 
5.4.4 Análise da Microssegregação 
 
Os resultados experimentais obtidos, através das microanálises de microssegregação, para a 
concentração média de soluto em função da fração sólida para posições específicas ao longo do 
lingote a partir da interface metal/molde, comparadas com o cálculo obtido com a Equação de 
Scheil usando o coeficiente de redistribuição de soluto, , equação (3.49), podem ser observados 
na Figura 5.24.  
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(C) 
 
(D) 
Figura 5.24 - Perfis experimentais da concentração média de soluto comparados com a 
equação de Scheil para as ligas (A) Al-6%Cu, (B) Al-10%Cu, (C) Al-0,5%Fe e (D) Al-1%Fe. 
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Conforme pode ser visto na Figura 5.24, a Equação de Scheil não reflete a realidade 
experimental. É importante lembrar que a equação de Scheil não leva em consideração as 
diferenças na cinética da solidificação ao longo do lingote. Dessa forma, foi realizada a troca de 
por , utilizando a equação (3.59), dentro da equação de Scheil com objetivo de se levar em 
conta a velocidade de deslocamento da isoterma liquidus, abordagem esta, que ainda não foi feita 
na literatura. Na Figura 5.25 encontram-se os gráficos de kef em função de vL experimental 
obtidos para cada sistema de ligas analisados no presente trabalho. 
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(B) 
Figura 5.25 - Gráficos do coeficiente efetivo de redistribuição de soluto, efk , em função 
da velocidade de deslocamento da isoterma liquidus para os sistemas (A) Al-Fe e (B) Al-Cu 
 
 
O resultado da troca de  por  pode ser observado na Figura 5.26, onde se encontra a 
comparação das concentrações médias experimentais com as concentrações obtidas pela equação 
de Scheil, usando , para diferentes posições a partir da interface metal/molde de ligas dos 
sistemas Al-Cu e Al-Fe.  
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Figura 5.26 - Comparações dos perfis das concentrações médias experimentais com a Equação 
de Scheil, usando , para as diferentes posições a partir da interface metal/molde, das ligas:   
(A) Al-6%Cu, (B) Al-10%Cu, (C) Al-0,5%Fe e (D) Al-1%Fe. 
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Pode ser observado na Figura 5.26 que embora tenha ocorrido uma melhora na 
concordância, ainda está longe de ser considerada aceitável, podendo-se concluir que a equação 
de Scheil não reflete a realidade experimental mesmo incorporando-se o kef, ou seja, ela não 
caracteriza adequadamente o fenômeno da microssegregação das ligas analisadas. 
 
Em vista desse fato, uma segunda análise foi realizada utilizando a equação de Clyne-Kurz, 
equação (3.55), conforme pode ser observado na Figura 5.27. 
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Figura 5.27 - Comparações das concentrações médias experimentais de soluto com a 
Equação de Clyne-Kurz, usando efk , para as ligas (A) Al-0,5%Fe e (B) Al-1%Fe. 
 
 
Como as equações de Scheil e Clyne-Kurz não traduziram o comportamento das 
concentrações médias experimentais estão sendo propostas neste trabalho leis experimentais que 
permitam descrever o comportamento das concentrações médias de soluto para diferentes 
velocidades de deslocamento da isoterma liquidus, Figura 5.28, ambas em função da fração 
sólida. A equação proposta tem o formato: 
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(D) 
Figura 5.28 - Curvas experimentais da concentração média de soluto em diferentes velocidades 
de deslocamento da isoterma liquidus em função da fração sólida para as ligas: (A) Al-6%Cu, 
(B) Al-10%Cu, (C) Al-0,5%Fe e (D) Al-1%Fe comparadas com os perfis experimentais. 
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Pode-se notar que no formato proposto a equação experimental representa bem a evolução 
da microssegregação em toda a faixa de velocidades analisada para as ligas de ambos os sistemas 
Al-Fe e Al-Cu. Nessa equação aparentemente a constante b está associada ao sistema de ligas e a 
constante a parece depender da velocidade de isoterma liquidus, já que apresenta uma tendência 
de crescimento com vL, embora após certa velocidade possa se notar que o valor de a  estabiliza. 
Para as ligas do sistema Al-Cu determinou-se b = 0,1 e para as ligas Al-Fe b = 0.02 e 0,03. De 
qualquer forma, seriam necessários experimentos similares em outros sistemas de ligas para que 
se possa estabelecer a real dependência das constantes a e b em relação ao sistema de ligas, a C0 e 
a vL. 
 
Conforme apresentado no capítulo 3, as leis de microssegregação podem ser expressas não 
só em termos de concentração, mas também em termos de temperaturas, na expressão que 
controla a formação da fração sólida, Equações (3.48) e (3.53). Vale ressaltar que a fração sólida 
por sua vez, impõe a forma que o calor latente é liberado, quando incorporado na expressão do 
pseudo-calor específico (Equação (2.157)), influindo portanto, diretamente na solidificação da 
liga. Neste sentido, a análise térmica dos experimentos foi realizada através da comparação dos 
hg obtidos a partir de duas abordagens: modelos de Scheil (usando k´) e Clyne-Kurz (usando kef). 
 
Os gráficos da Figura 5.29 apresentam as curvas de resfriamento das ligas dos sistemas Al-
Cu e Al-Fe, obtidas experimentalmente por intermédio do vazamento e registro da variação de 
temperatura em função do tempo em diferentes posições a partir da base refrigerada, conforme 
descrito nos procedimentos experimentais e, também os perfis térmicos simulados com seu 
respectivo coeficiente global de transferência de calor metal/molde, . 
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Figura 5.29 - Curvas de resfriamento experimentais e simuladas usando (A) k  e a Equação de 
Scheil e (B) efk  e a Equação de Clyne-Kurz para as ligas dos sistemas Al-Cu e Al-Fe. 
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Apesar de que há diferenças contundentes de comportamento no âmbito da 
microssegregação entre as duas equações mencionadas, no âmbito térmico não há, como pode ser 
observado nos gráficos da Figura 5.30: o modelo de Scheil sempre leva a um perfil de hg 
levemente mais baixo em relação ao obtido pelo modelo de Clyne-Kurz, mas termicamente pode-
se considerar que produzem o mesmo efeito. O fenômeno de microssegregação ocorre na escala 
das microestruturas enquanto, a transferência de calor ocorre numa escala macro, haja vista as 
próprias propriedades termofísicas refletirem uma média de uma região que poderia englobar 
várias regiões em escala micro com variações substanciais destas propriedades entre si. Dessa 
forma, conclui-se que o coeficiente global de transferência de calor metal/molde (hg), que é um 
parâmetro térmico, é pouco afetado pela aplicação de diferentes equações de microssegregação. 
 
 
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
2000
4000
6000
8000
10000
12000
14000
16000
18000
h
g
 (
W
/m
2
K
)
Tempo - t (s)
  h
g
 = 14.500 t
-0,16 
 Scheil
  h
g
 = 16.000 t
-0,16
  Clyne-Kurz
Al-6%Cu
 
(A) 
     
 
206 
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
2000
4000
6000
8000
10000
12000
14000
16000
18000
h
g
 (
W
/m
2
K
)
Tempo - t (s)
 h
g = 11.000 t
-0,16
 Scheil 
  h
g = 13.000 t
-0,16
 Clyne-Kurz
Al-10%Cu
 
(B) 
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
2000
4000
6000
8000
10000
12000
14000
16000
18000
h
g
 (
W
/m
2
K
)
Tempo(s)
 hg = 13.000 t
-0,04
 Scheil 
 hg = 14.000 t
-0,04
 Clyne-Kurz 
Al-0,5%Fe
 
(C) 
     
 
207 
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
2000
4000
6000
8000
10000
12000
14000
16000
18000
Al -1% Fe
h
g
 (
W
/m
2
K
)
Tempo - t (s)
 h
g
 = 12.500 t
-0,04
 Scheil
 h
g
 = 13.000 t
-0,04
 Clyne-kurz
 
(D) 
Figura 5.30 – Comparação dos coeficientes de transferência de calor metal/molde 
obtidos pela Equação de Scheil com k e pela Equação de Clyne-Kurz com efk  para as ligas: 
(A) Al-6%Cu, (B) Al-10%Cu, (C) Al-0,5%Fe e (D) Al-1%Fe. 
 
 
 
Nos gráficos da Figura 5.31 encontra-se a comparação da velocidade de deslocamento da 
isoterma liquidus obtida experimentalmente, para cada liga, com a velocidade obtida pelo método 
numérico utilizando  e a equação de Scheil, e com a velocidade obtida pelo método numérico 
com  e a equação de Clyne-Kurz. 
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Figura 5.31 - Comparação das velocidades da isoterma liquidus em função do tempo 
obtidos pela Equação de Scheil com k e pela Equação de Clyne-Kurz com efk  para as ligas: 
(A) Al-6%Cu, (B) Al-10%Cu, (C) Al-0,5%Fe e (D) Al-1%Fe. 
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Pelos gráficos da Figura 5.31, observa-se, para cada liga estudada, que as três curvas de 
velocidade da isoterma liquidus, vL estão muito próximas. Dessa forma, conclui-se também que a 
velocidade da isoterma liquidus (vL), que é outro parâmetro térmico, é muito pouco afetada pela 
aplicação de diferentes equações de microssegregação.  
 
 
5.5 Comparação entre os Modelos Matemáticos 
 
Como já foi mencionado anteriormente o coeficiente global de transferência de calor na 
interface metal/molde é calculado através do confronto entre curvas de resfriamento 
experimentais com as correspondentes curvas simuladas utilizando o modelo numérico já 
detalhado anteriormente [Cheung, 1999]. Na Figura 5.32 encontram-se as curvas de resfriamento 
das ligas dos sistemas Al-Cu e Al-Si obtidas experimentalmente e também os perfis térmicos 
simulados com seu respectivo hg. Esses perfis de hg serão utilizados na sequência para simulações 
de solidificação dessas ligas através das três diferentes abordagens matemáticas analisadas nesse 
trabalho.  
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Figura 5.32 - Curvas de resfriamento experimentais e simuladas, com seus respectivos 
coeficientes globais de transferência de calor: (A) Al-6%Cu, (B) Al-10%Cu, (C) Al-23%Cu, 
(D) Al-5%Si, (E) Al-7%Si e (F) Al-9%Si 
 
 
Nas Figuras 5.33, 5.34 encontram-se as comparações dos três métodos de solução para o 
problema de solidificação unidirecional ascendente de ligas binárias utilizados nesse trabalho e 
descritos no item modelagem matemática da solidificação. A comparação é feita através da 
velocidade de deslocamento da isoterma liquidus em função do tempo calculada pelos três 
modelos matemáticos e devidamente confrontada com a velocidade experimental.  
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Figura 5.33 - Comparação dos modelos: analítico, híbrido e numérico para as ligas dos 
sistemas Al-Cu e Al-Si através de vL nos instantes iniciais da solidificação: (A) Al-6%Cu, (B) 
Al-10%Cu e (C) Al-23%Cu (D) Al-5%Si, (E) Al-7%Si e (F) Al-9%Si. 
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Pela Figura 5.33 pode-se observar que, para as ligas analisadas dos sistemas Al-Cu e Al-Si, 
a velocidade se altera significativamente no início do processo acompanhando a queda sensível 
em hg e aí, as diferenças entre os três modelos podem ser mais perceptíveis. A velocidade da 
isoterma liquidus simulada com o modelo numérico é o que mais se aproxima do resultado 
experimental, podendo-se notar que o modelo híbrido é um modelo intermediário entre o modelo 
numérico e o modelo analítico. 
 
Na Figura 5.34 compara-se a velocidade de deslocamento da isoterma liquidus em função 
do tempo calculada pelos três modelos matemáticos e confrontada com a velocidade 
experimental, em um intervalo de tempo maior do processo de solidificação para os dois sistemas 
de ligas estudados.  
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Figura 5.34 - Comparação dos modelos: analítico, híbrido e numérico para ligas dos 
sistemas Al-Cu e Al-Si através de vL em um intervalo de tempo maior do processo de 
solidificação: (A) Al-6%Cu, (B) Al-10%Cu e (C) Al-23%Cu (D) Al-5%Si, (E) Al-7%Si e (F) 
Al-9%Si. 
 
 
Pela Figura 5.34 obtém-se uma visão mais geral do processo de solidificação e então nota-
se que as velocidades vão se estabilizando e a diferença entre as curvas já não é tão pronunciada. 
Entretanto, nota-se que para as ligas Al-6%Cu e Al-10%Cu os modelos analítico e híbrido, nesta 
ordem, ficam mais distantes dos resultados experimentais, e somente o modelo numérico 
representa bem a velocidade experimental. Já para a liga Al-23%Cu e para as ligas do sistema Al-
Si examinadas os três modelos representam bem o espectro experimental de velocidades. Esse 
desempenho parece estar ligado ao tamanho do intervalo de solidificação (ΔTSL) das ligas. É 
importante lembrar que no modelo analítico o calor latente liberado na solidificação, L, é 
artificialmente introduzido no calor específico da zona pastosa através de uma relação L/ΔTSL. A 
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Tabela 5.6 abaixo mostra que os dois maiores valores de ΔTSL estão associados às ligas para as 
quais ocorreram os maiores distanciamentos dos valores experimentais. Ou seja, há indícios que 
essa simplificação adotada no analítico, se distancia mais da real liberação de calor latente no 
intervalo de solidificação à medida que L cresce. Para ligas de ΔTSL muito pequenos, foi 
mostrado anteriormente que o modelo analítico para ligas gerava uma inconsistência matemática, 
e como alternativa sugeriu-se a adoção do analítico frente plana para esses casos. Nota-se na 
presente análise que também há necessidade de cuidado na aplicação do modelo analítico para 
ligas com ΔTSL elevados. Os resultados abaixo estão sugerindo, pelo menos para ligas à base de 
Al, um limite em torno de ΔTSL~60K para uma melhor resposta frente a resultados experimentais. 
É importante ressaltar que, para ligas Al-Si, cujo intervalo de composições hipoeutéticas está bem 
representado pelas três ligas examinadas, o desempenho do analítico é muito bom. Essa faixa de 
composições é muito significativa para a indústria de fundição de ligas de Al.  
 
Tabela 5.6 – Intervalos de solidificação para as ligas de Al analisadas 
Liga Al-Cu ΔTSL (K) Liga Al-Si ΔTSL (K) 
Al-6%Cu 96 Al-5%Si 55 
Al-10%Cu 88 Al-7%Si 33 
Al-23%Cu 42 Al-9%Si 27 
 
 
Num âmbito mais geral, pode-se concluir que qualquer um dos três métodos de solução é 
qualitativamente adequado para simular o processo de solidificação em condições de fluxo de 
calor unidirecional. Em termos de tempo de computação, o método numérico para ligas binárias é 
bem mais rápido, se comparado ao método analítico. O gargalo computacional do modelo 
analítico para ligas binárias, ou seja, onde se gasta mais tempo computacional é no cálculo das 
funções  e . 
 
 
 
1 2
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Capítulo 6 
 
 
Conclusões e Sugestões para Trabalhos Futuros 
 
 
6.1. Conclusões 
 
A partir dos resultados das análises teóricas realizadas com modelos matemáticos analítico, 
híbrido e numérico de solidificação e da análise experimental conduzida ao longo desse trabalho, 
associados às comparações realizadas e tendo como referência os demais estudos contidos na 
literatura do assunto, podem ser extraídas as seguintes conclusões: 
 
6.1.1 - As macroestruturas das ligas à base de Al examinadas no presente trabalho 
mostraram-se todas de morfologia colunar praticamente ao longo de todo o comprimento dos 
lingotes. Isso deu indicações seguras de que análises teóricas da evolução da solidificação através 
de modelos matemáticos unidimensionais são adequadas para confronto com os correspondentes 
resultados experimentais. 
 
6.1.2 - Tendo em vista que a confiabilidade das simulações do processo de solidificação 
através das diferentes abordagens matemáticas realizadas no presente trabalho pode depender da 
precisão das propriedades termofísicas envolvidas, foi utilizado um software de termodinâmica 
computacional para prover os diagramas de fases de cada sistema de ligas analisados, bem como 
valores específicos para as composições químicas de cada liga binária examinada no que se refere 
às propriedades termofísicas relevantes. Uma análise comparativa entre esses resultados e aqueles 
calculados pelo modo tradicional baseado em procedimento que utiliza a equação de Scheil para 
cálculo das frações das fases e propriedades do metal base e do eutético, revelou que as variações 
entre os métodos pode fornecer propriedades com diferenças significativas para determinados 
sistemas binários.  
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6.1.3 - Tendo em vista que o modelo numérico de solidificação pode ser considerado a 
ferramenta de uso mais imediato atualmente para simulações industriais de solidificação, ele foi 
testado com as duas possibilidades de cálculo de propriedades termofísicas citadas na conclusão 
anterior no que diz respeito à velocidade da isoterma liquidus, vL, durante a solidificação de uma 
liga Al-Cu e uma liga Al-Si. Observou-se que independentemente da abordagem aplicada na 
determinação de k´ e L, os perfis de vL simulados são praticamente coincidentes, sendo portanto, 
pouco influenciados. Na prática, para análise da velocidade, isto traduz, para os casos analisados, 
que havendo indisponibilidade do software Thermo-Calc não haverá perda significativa na 
precisão dos resultados se for utilizada a abordagem de k´constante e a extrapolação do valor de 
L através do procedimento com a equação de Scheil. 
 
6.1.4 - A utilização do modelo numérico de solidificação na determinação de perfis de 
evolução do coeficiente de transferência de calor metal/molde com tempo mostrou que a simples 
adoção de um único valor de temperatura para o líquido, ao invés do real perfil térmico inicial do 
líquido, faz com que o perfil de hg seja significativamente superestimado. Isso pode ser muito 
significativo na simulação da solidificação de peças de paredes finas. Já na análise de peças de 
maior porte, tomando-se como referência a evolução da velocidade da isoterma liquidus, de 
forma semelhante ao caso analisado de diferentes abordagens de k´ e L, não houve um reflexo 
significativo nos perfis de velocidade obtidos a partir das diferentes abordagens de hg. 
 
6.1.5 - A análise experimental dos perfis de microssegregação revelou que a equação de 
Scheil (com k´), que não inclui o efeito da cinética de solidificação, não reflete os perfis de 
microssegregação para diferentes posições ao longo dos lingotes experimentais (diferentes 
velocidades de solidificação). Como as equações de Scheil e Clyne-Kurz, alteradas com kef, 
também não traduziram o comportamento das concentrações médias experimentais, estão sendo 
propostas leis experimentais neste trabalho que permitam descrever o comportamento das 
concentrações médias de soluto para diferentes velocidades de deslocamento da isoterma 
liquidus, em função da fração sólida. A equação proposta tem o formato: 
Sfa
ef0S ebkCC

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onde a constante b está associada ao sistema de ligas e a constante a parece depender da 
velocidade de isoterma liquidus. Essa equação representou bem a evolução da microssegregação 
em toda a faixa de velocidades analisada para as ligas dos sistemas Al-Fe e Al-Cu. 
 
6.1.6 - Uma análise desenvolvida com o modelo numérico de solidificação adotando o 
modelo tradicional de Scheil (com k’) e o modelo de Clyne-Kurz com kef (para permitir a 
introdução do efeito da cinética de solidificação) no cálculo da evolução da fração sólida na zona 
pastosa mostrou que apesar de diferenças contundentes de comportamento no âmbito da 
microssegregação entre as duas equações mencionadas, no âmbito térmico isso não ocorre. Ou 
seja, o modelo de Scheil sempre leva a um perfil de hg levemente mais baixo em relação ao 
obtido pelo modelo de Clyne-Kurz, mas termicamente pode-se considerar que produzem o 
mesmo efeito. Isso ocorre pois o fenômeno de microssegregação atua na escala das 
microestruturas enquanto a transferência de calor no modelo de solidificação é baseada em escala 
macroscópica. 
 
6.1.7 - No que tange ao intervalo de solidificação das ligas binárias, a abordagem com 
modelo analítico revelou algumas restrições, a saber: 
 
  O modelo analítico para solidificação de ligas binárias não pode ser usado para ligas com 
pequenos intervalos de solidificação, solliqSL TTT   
< 10K, pois o cálculo do calor específico 
da zona pastosa 
SL
LSL
T
L
cc

  gera uma inconsistência e também não é possível convergir 
numericamente os valores de 1  e 2 . Nesse caso sugere-se a adoção do modelo analítico frente 
plana, aplicando-se a temperatura liquidus como temperatura da fronteira sólido/líquido.  
 
 Verificou-se também que a simplificação adotada no analítico, se distancia mais da real 
liberação de calor latente no intervalo de solidificação para ΔTSL > 60K, para ligas à base de Al, o 
que provoca um distanciamento dos resultados experimentais.  
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6.1.8 - Uma análise comparativa entre as respostas dos três modelos matemáticos 
analisados no presente trabalho: analítico, misto e numérico no que tange à velocidade de 
deslocamento da isoterma liquidus de ligas Al-Si e Al-Cu, mostrou que de modo geral os três 
modelos representam bem o espectro de resultados experimentais, com o modelo numérico mais 
próximo da evolução experimental seguido do misto e do analítico, guardadas as restrições do 
modelo analítico mencionadas na conclusão anterior. Dessa forma, num âmbito mais geral, pode-
se concluir que qualquer um dos três métodos de solução é qualitativamente adequado para 
simular o processo de solidificação em condições de fluxo de calor unidirecional. Em termos de 
tempo de computação, o método numérico para ligas binárias é bem mais rápido, se comparado 
ao método analítico. 
 
 
6.2. Sugestões para trabalhos futuros 
 
Com base nos resultados deste trabalho, são sugeridas as seguintes linhas de pesquisa para 
a realização de trabalhos futuros: 
 
6.2.1 - Desenvolver estudos experimentais de microssegregação celular e dendrítica com 
ligas de outros sistemas binários no sentido de corroborar a inserção do efeito da cinética de 
solidificação através da equação experimental proposta no trabalho atual e melhor esclarecer a 
natureza funcional das constantes a e b da equação proposta. 
 
6.2.2 - Tendo em vista que o modelo analítico de solidificação para ligas binárias não 
depende de uma formulação tipo Scheil  (que é restrita à faixa de ligas de composições que 
culminam com um eutético) para estabelecer a evolução do calor latente na zona pastosa, 
verificar sua aplicabilidade à solidificação unidirecional transitória de ligas peritéticas. 
 
6.2.3 - Tendo em vista a flexibilidade de aplicação do modelo analítico e sua visibilidade 
no que tange à dependência dos parâmetros térmicos de solidificação (velocidade, gradiente 
térmico e taxa de resfriamento) de parâmetros operacionais do sistema metal/molde, 
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desenvolver trabalhos experimentais complementares com outros sistemas de ligas de interesse, 
no sentido de delimitar restrições de aplicabilidade, como a desenvolvida no presente trabalho 
para intervalos de solidificação de ligas à base de Al. 
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Apêndice A - Função Erro  
 
 
A função erro é definida por: 
 
   


z
0
2 du)uexp(
2
)x(erf   
 
cujo gráfico pode ser visualizado na Figura A.1: 
 
 
 Figura A.1 - Gráfico da função erro 
 
 
Aproximação para a Função Erro 
Uma aproximação para a função erro,  x0 , encontra-se em Abramowitz e Stegun 
[Abramowitz e Stegun, 1964] e é dada por: 
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O gráfico desta função encontra-se na Figura A.2: 
 
 
Figura A.2 - Gráfico da função que aproxima a função erro 
 
Pela Figura A.3 observa-se que a aproximação da função erro pela função erf1(x) é muito 
boa para valores de x maiores do que zero. Dessa forma adotou-se essa função como a 
aproximação para a função erro neste trabalho. 
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Figura A.3 - Gráfico da função erro e da aproximação 
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Apêndice B - Fluxograma do Cálculo das Funções 
1
  e 
2
  
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Nos gráficos da Figura B.1 encontram-se as curvas com as quais se obtém os valores 1  e 
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2 , para ligas dos sistemas Al-Cu e Al-Si, que é calculado como o ponto de interseção dessas 
duas curvas. Essas curvas foram obtidas através do programa computacional para o cálculo das 
funções 1  e 2 . 
 
 
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0
0,0
0,5
1,0
1,5
2,0
2,5
3,0
3,5
 Equação 2.90
 Equação 2.96
 2

1
Al-6%Cu
 
 
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0
0,0
0,5
1,0
1,5
2,0
2,5
3,0
3,5
 Equação 2.90
 Equação 2.96
 
2

1
Al-8%Cu
 
 
     
 
246 
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
0,0
0,5
1,0
1,5
2,0
2,5
3,0
3,5
 Equação 2.90
 Equação 2.96
 2
1
Al-10%Cu
 
 
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7
0,0
0,5
1,0
1,5
2,0
2,5
3,0
3,5
4,0
Equação 2.90
Equação 2.96
 2

1
Al-15%Cu
 
 
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
0,0
0,5
1,0
1,5
2,0
2,5
3,0
3,5
 Equação 2.90
 Equação 2.96
 
2

1
Al-23%Cu
 
 
     
 
247 
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
0,0
0,5
1,0
1,5
2,0
2,5
3,0
3,5
4,0
 Equação 2.90
 Equação 2.96

2

1
Al-5%Si
 
 
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7
0,0
0,5
1,0
1,5
2,0
2,5
3,0
3,5
4,0
4,5
 Equação 2.90
  Equação 2.96
 1
2
Al-7%Si
 
 
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
0,0
0,5
1,0
1,5
2,0
2,5
3,0
3,5
4,0
 Equação 2.90
 Equação 2.96
 2

1
Al-9%Si
 
 
     Figura B.1 - Curvas para obtenção dos valores 1  e 2  para ligas dos sistemas Al-Cu e Al-Si. 
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Na tabela B.1 encontram-se os valores de 1  e 2  calculados como a interseção das curvas 
obtidas pelas equações (2.90) e (2.96) para ligas dos sistemas Al-Cu e Al-Si usados como valores 
de entrada no modelo analítico para ligas binárias. 
 
Tabela B.1 - Valores obtidos para 1  e 2  pelas equações no modelo analítico para ligas 
binárias 
Liga 1 2 
Al - 6% Cu 0,64297 2,04755 
Al - 10% Cu 0,64702 2,14865 
Al -8% Cu 0,6100 2,0603 
Al-15% Cu 0,63704 2,3196 
Al - 23% Cu 0,64393 2,05221 
Al - 5% Si 0,616457 2,250631 
Al - 7% Si 0,663479 3,169864 
Al - 9% Si 0,660340 3,146450 
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Apêndice C - Fluxograma do Modelo Analítico para Ligas 
Binárias 
 
 
 
 
 
 
Alguns gráficos que podem ser obtidos com o programa computacional do modelo analítico 
para ligas binárias podem ser observados na Figura C.1: 
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Figura C.1 - Gráficos obtidos com o programa computacional do modelo analítico para 
ligas binárias 
 
 
     
 
252 
Apêndice D - Fluxograma do Cálculo da Função   
 
 
 
 
O valor da constante   para o alumínio com superaquecimento de 10°C calculado pelo 
programa computacional é 801,0 . 
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Apêndice E - Fluxograma do Modelo Analítico Frente Plana 
 
 
 
 
A Figura E.1 mostra o gráfico da comparação da velocidade de deslocamento da isoterma 
liquidus calculada pelo Método Analítico Frente Plana e pelo Método de Dusinberre para a liga 
eutética Al-1,8%Fe. 
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Figura E.1 - Velocidade da isoterma liquidus calculada pelo Método Analítico Frente Plana 
e pelo Método de Dusinberre para a liga eutética Al-1,8%Fe 
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Apêndice F - Fluxograma do Modelo Numérico usando k  e a 
Equação de Scheil 
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Os gráficos da Figura F.1 são obtidos com o programa computacional implementado: 
modelo numérico usando k  e a equação de Scheil. 
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Figura F.1 – Gráficos obtidos com o programa computacional do modelo numérico para 
ligas binárias com a equação de Sheil 
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Apêndice G - Fluxograma do Modelo Numérico usando kef e a equação de 
Clyne-Kurz 
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Os gráficos da Figura G.1 são obtidos com o programa computacional implementado: 
modelo numérico usando kef e a equação de Clyne-Kurz. 
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Figura G.1 - Gráficos obtidos com o programa computacional do modelo numérico para 
ligas binárias com a equação de Clyne-Kurz 
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Apêndice H - Fluxograma do Modelo Híbrido 
 
 
 
 
     
 
264 
 
 
aux1 = posição da linha liquidus 
 
aux2 = posição da linha solidus 
 
TL = temperatura no metal líquido 
 
TSL = temperatura na zona pastosa 
 
TS = temperatura no metal sólido 
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Os gráficos da Figura H.1 são obtidos com o programa computacional implementado para o 
modelo híbrido. 
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Figura H.1 - Gráficos obtidos com o programa computacional do modelo híbrido 
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